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Plane  ‐Algebraic Curves 
: :  homog coord. on  ℙ                                                 Projective Curves: 

 

≔  , , 0 ⊂ ℙ ,     homog. reduced   deg deg  
 

 

Affine:  ≔ , 0 ⊂ ,      reduced  ∈ ,            deg deg  
 
 

∈ ⇔ 0            0     affine case   . 

 

 

Canonical embedding   ↩ ∋ , ⟼ : : 1 ∈ ↪ ℙ  
 

Irreducible curves   ⟷  irreducible polynomials 
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Riemann surfaces   are Connected   1‐Manifolds 

Riemann surfaces are oriented 2‐manifolds.  Topological classification 

 

of compact Riemann surfaces by (topological) genus  0,1, … 

 

Theorem(Plücker : For smooth Curves    

       

  with notation degree d and genus g for the respective curve. 

 

Let   , ≔  ∑   and   , ≔ ∑  
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The Resultant  of   and   

, : ∑ : , ∙ ,     ( ) 

 

define map φ: ∋ , ⟼ ∈    then    and     ⟹ 

  

∑ ,   and    ∑ ,  

 

i.e.    , ≔
,

: ∋ , ⟼ ∙ ∙  

 

, , ≔ det , , ,  Discriminant:   ≔ ,   
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Note: ∃ , 0, , , 0   , , 0. 
 

Cor. 1:    and   have a common root       , , 0. 
 

Cor. 2: ∄ common root  , , , ⇒ ∃   ≔ ,  

 

 

Claim:  , ∋ ,  irred ⇒  ≢ 0  (see  Slide 15). 
 

Cor. 3:  ↪ ∩ 0   and   

 

is finite  if   reduced, where   is the projection onto the  x‐axis. 
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Irred. Curves “are” Compact Riemann Surfaces 
Cor. 3 plus Chow’s Theorem (Mitsuru’s talk) ⟹  ∗ ≔ \sing  is 

 

connected whenever   irred. ie. is a Riemann surface. 

 
When  ∅ ∃  and  : → ↪ ℙ   proper holomorphic s.th. 

 

1         2   finite    
 
3 : \ → ∗ biholomorphic. 

 

By desingularization (Will/Ilia’s talks) 

 

Most important:     is a compact Riemann surface 
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Holomorphic  of Riemann Surfaces 
Prop: ∀ ∈  ∃  local coordinates s.th. not constant :   

 
≔  unique ;   1,   ramification   branch points. 

 

 

Proof:  say  : ∈  in local coord centred at   and  

 

⇒ ∙ ∙   with  0 1, ∈ ⟹ 

 

⟼ ∙ ∙ /   is a coord. change ⟹ the result.  ∎ 
 

 

If in local coord.   : , ∈  then  1  
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Compact Riemann Surfaces of Genus   

For holomorphic  : → ′ 
 

Cor:     deg ≔ ∑ ∈   ∀ ∈ ′ (from Mustazee’s talk) 

 

For compact   and  ′ there are finitely many branch/ramifiction points 

 
 

Theorem (Hurwitz): 2 2 deg 2 2 ∑ 1∈ . 

 

Proof:  Pick a triangulation of   s.th. branch points are vertices 

 
 

  

                 
7 



Proof of Hurwitz Formula 
 

say  ′ vertices,  ′ edges,  ′ faces. 
 

 

 a ‘branched covering map’  ⟹ triangulation lifts via   to    
 

with   vertices,  deg ∙ ′ edges  and    deg ∙ ′  faces. 
 

deg 1
∈

   ∀ ∈ ′ 

 

⟹  ∑    deg ∙ ′ ∑ 1   
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2 2                for details see below
 

deg ′ ′ ′ 1
∈

   ∎ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Assignment: for  2   it follows that  2 2 .  

                     9 

: 0 
4, 6, 4 

2 2 2   : 1 
9, 27, 18 

0 2 2    2 : 2 
10, 36, 24 

2 2 2  
  
  



Proof of Pl  
 affine:  , 0 and let  ≔ , 0  .         irreducible  ⟹ 

 

∙ ≔ ∑ ∩ 1        (Bezout Thm on Slide 16). 

 

Exercise: given finite # lines ⊂ ∃ plane ∌ any of these lines 
 

⟹ can choose coordinates   . . ∩    (Bezout Thm on Slide 16). 

 

: ℙ ⊃ ∋ : : ⟼ : ∈ ℙ     ⇒ deg     . 
 

Lemma:  ∈ /  then 0 ⟺  ramification point of   

Proof:" … ⟹ ⋯ " 0. IFThm ⇒ exists . . , 0 
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0 , , ,  near    

 

centred  at  0,0 ⟹ 0 0 ⟺  ramification point of  . 
 

Conversely  if  0 then   provides a chart at  . Done. 

∙ ≔ ∩ ,            (see Slide 18) 

 

1     then    ∙ ∙
∈

1
∈

 

 
Hurwitz  Thm      (Slide 7 with  , deg , 0 ⟹   
 

1 2 2 2 ⟹ .    ∎  
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Types of Singular Points 
∈  choose coord. on  ℙ  s.th.  0: 0: 1 ⇒  0,0 0. 

 

Then  , , ⋯ , ,   homog,   deg  

 
≢ 0,  ∈  ⟺ 1  (for  1: , ) 

 

Ordinary singular point means   distinct tangents at  . 
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Pl  ordinary double points 
Replace   with  ∘ : → ℙ . Choose coordinates   s.th. 
 

1)  ∩         2) no vertical tangents in  . 

 

∉ ⇒ ∙ 1    (see Slide  11). 
 

Say   are double points ( 2). In local coord centred at  : 

 
, 2 , ⋯ ,  

 

⟹ 0   , 2 2 ⋯   and 
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2 ⇒ 0 at  .    ∃ ⋯  s.th. 
, 0   (IFThm) 

 

, 2 ⋯ ⋯  

 

As before  ∙ , 2  in total 2n  
 

1 ∙ 2 2 2 2      (obtained  using Slide7) 

 

⟹
1 2

2      ∎ 
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Proof  of     irreducible     

 

Assume  ≡ 0,  ≔  ⇒ ∃ ∗ ∈   . .   ∗ ∗ 0. 
 

   is a PID.   ∃ ∈  of min. degree, monic with  ∗ 0  
 
⇒ deg deg ′ deg .        , ⊂ ⇒  ∈ ∙    ⇒ 
 

, , , . ∃ , ∈  and  , ∈  s.th.  

 

,    and    1 (in   for coeff’s of   and of   ) 

 

⟹ , , , ⟹ , ∈   (?!).  Done. 
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Bezout Thm: Proof   
, , ⋯  and    ≢ 0  ⟹ ∃ a line in   . . ≢ 0 

 
Pick coord  ,  with  0  being this line ⇒  | ≢ 0. 
 

, ≔ , , 0  ∏ .  Choose y‐axis with only single 

 

points of  ∩  on lines parallel to y‐axis ⇒ ∩ 0 deg   

 

deg             (use    | ≢ 0) 
 

Say       ≔ ,  
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∋ , ⟼ ∙ ∙ , ≔ , ≔
 

  

 
 

 
 
 
 
 
⇒ 1 deg | ∩ |   (assignment for Joho… ∎) 
 

Hint: with Φ ≔ , ,  ⇒  Φ| ,   and ≔ ,  are proper 
(using  dim /   ⇒ 1 ∙ ≔ deg deg Φ  

Φ Φ| 1   due to  /  ↪  , / ,  ). 
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Proof   
From Joho’s talk: dim / , , | ∩ , |, 
 

for generic points   near 0 ∈   and   a ‘small’ neighbourhood of  . 

 

If   0  IFThm ⇒   locally  ⟹ 

 

/ , ≅ / | ≅      whenever  

 

≔ , 1 ⋯   

 

⟹ dim / , ,   ∎ 
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