îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ ÍÏÓËÏŒÓËÉÊ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ íÏÓËÏŒÓËÉÊ ÃÅÎÔÒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ œÙÓÛÉÊ ËÏÌÌÅÄÖ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ

á. ç. èÏŒÁÎÓËÉÊ ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ

íãîíï, œëí îíõ 2004

áÓËÏÌØÄ çÅÏÒÇÉÅŒÉÞ èÏŒÁÎÓËÉÊ

á. ç. èÏŒÁÎÓËÉÊ ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ. | í: íãîíï: œëí îíõ, 2004. | 48 c.

ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ

üÔÏÔ ÓÅÍÅÓÔÒÏŒÙÊ ËÕÒÓ ÞÉÔÁÌÓÑ Œ îíõ ŒÅÓÎÏÊ 2003 ÇÏÄÁ É ÐÒÅÄ- ÎÁÚÎÁÞÁÌÓÑ ŒÔÏÒÏËÕÒÓÎÉËÁÍ. õÒÏŒÅÎØ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÉ ÓÌÕÛÁÔÅÌÅÊ ÂÙÌ ÒÁÚ- ÎÙÍ. òÁÚ Œ ÎÅÄÅÌÀ ÂÙÌÁ ÄŒÕÈÞÁÓÏŒÁÑ ÌÅËÃÉÑ, ÚÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÏŒÁÌ ÄŒÕÈ- ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÅÍÉÎÁÒ (ÉÍÅÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÁËÁÄÅÍÉÞÅÓËÉÅ ÞÁÓÙ). îÁ ÌÅËÃÉÑÈ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÂÓÕÖÄÁÌÁÓØ ÏÂÝÁÑ ËÁÒÔÉÎÁ É ÓŒÑÚÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁ- ÌÉÚÁ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÒÁÚÂÉŒÁÌÉÓØ ÎÁ ËÏÒÏÔËÉÅ, ÐÏÎÑÔÎÙÅ ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂSSÑÓÎÑÌÉÓØ ÛÁÇ ÚÁ ÛÁÇÏÍ. ðÏÓÌÅ ÌÅËÃÉÉ ÜÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ŒËÌÀÞÁÌÉÓØ Œ ÓÐÉÓËÉ ÚÁÄÁÞ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÄÁŒÁÌÉÓØ ÓÌÕÛÁÔÅÌÑÍ É ÏÂÓÕ- ÖÄÁÌÉÓØ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÁÈ. óÅÍÉÎÁÒÙ ŒÅÌÉ œ. á. ëÉÓÕÎØËÏ, é. á. ðÕÛËÁÒØ É ó. ð. þÕÌËÏŒ. ïÎÉ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ Ó ËÁÖÄÙÍ ÓÔÕÄÅÎÔÏÍ ËÁÖÄÕÀ ÒÅÛÅÎÎÕÀ ÉÍ ÚÁÄÁÞÕ.

üËÚÁÍÅÎ ÓÏÓÔÏÑÌ ÉÚ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÁÞÅÔÁ É ÐÉÓØÍÅÎÎÏÊ ÄÏÍÁÛÎÅÊ ËÏÎÔÒÏÌØÎÏÊ. úÁÞÅÔ ÛÅÌ Œ ÔÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÇÏ ÓÅÍÅÓÔÒÁ: ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÓÄÁŒÁÌÉ ÒÅÛÅÎÎÙÅ ÉÍÉ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÓÅÍÉÎÁÒÅ É Œ ÔÅÞÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÄÏ- ÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÎÑÔÉÊ Œ ËÏÎÃÅ ËÕÒÓÁ. úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÐÉÓØÍÅÎÎÏÇÏ ÜËÚÁÍÅ- ÎÁ |ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÎÏÊ ÎÁ ÏÄÎÕ ÎÅÄÅÌÀ ÄÏÍÁÛÎÅÊ ÐÉÓØÍÅÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ |ÍÙ, Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ, ÚÁÉÍÓÔŒÏŒÁÌÉ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÉÓØÍÅÎÎÙÈ ÜËÚÁÍÅÎÏŒ ÐÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ Œ îíõ.

úÄÅÓØ ÐÒÉŒÏÄÑÔÓÑ Œ ÓÌÅÇËÁ ÏÔÒÅÄÁËÔÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ŒÉÄÅ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ Œ ÔÅÞÅÎÉÅ ÓÅÍÅÓÔÒÁ É ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÌÉ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ ËÕÒÓÁ. ðÕÎËÔÙ 15, 16 É 18 ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ É Œ ÓÅÍÅÓÔÒÅ ÎÅ ÒÁÚÂÉÒÁÌÉÓØ.

ï ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÉ ËÕÒÓÁ. ðÅÒŒÙÅ ÞÅÔÙÒÅ ÐÕÎËÔÁ ÐÏÓŒÑÝÅÎÙ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÛÉ É ÔÅÏÒÅÍÅ óÔÏËÓÁ. ôÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ óÔÏËÓÁ, ÉÍÅÀÝÕÀ É ÄÒÕÇÉÅ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ- ÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ôÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÓÌÁÂÙÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ óÔÏËÓÁ ÎÅ- ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ. œ ÐÕÎËÔÁÈ 1{3 ÍÙ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ óÔÏËÓÁ É ÄÏËÁ- ÚÙŒÁÅÍ ÅÅ Œ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÓÌÁÂÙÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ. ôÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ | ÐÒÑ- ÍÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÜÔÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ óÔÏËÓÁ É ÐÒÏÓÔÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÅÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (ÓÍ. Ð. 4).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ, ËÒÏÍÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ, ÎÕÖÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÆÏÒÍÕ dz z É ÅÅ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ.

üÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ ÓÁÍ ÐÏ ÓÅÂÅ: ÏÎ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÇÏ- ÚÎÁÞÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ln z, Á ÅÇÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉ- ÅÊ exp z (ÓÍ. Ð. 5).

œ ÐÕÎËÔÅ 6 ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ëÏÎÆÏÒÍÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÆÅÒÙ òÉÍÁÎÁ Œ ÓÅÂÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅÍ íčÂÉÕÓÁ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ íčÂÉÕÓÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÏ É Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n. œÓÑËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ íčÂÉÕ- ÓÁ | ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÎŒÅÒÓÉÊ. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÉÎŒÅÒÓÉÊ ÐÏÓŒÑ- ÝÅÎ ÐÕÎËÔ 7. œ ÐÕÎËÔÅ 8 ÜÔÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÆÅÒÙ òÉÍÁÎÁ. ôÁÍ ÖÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ ÎÁ ÓÆÅÒÅ òÉÍÁÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

œ ÐÕÎËÔÅ 9 ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ŒÙÞÅÔÙ, ÐÒÉÎÃÉÐ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ É ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ.

œ ÐÕÎËÔÅ 10 ÄÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Ï ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ É ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ Œ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. üÔÏ ÏÐÉÓÁ- ÎÉÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÉÎŒÅÒÓÉÊ ÉÚ ÐÕÎËÔÁ 7. ïÂÓÕ- ÖÄÁÅÔÓÑ ÓŒÑÚØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ É ôæëð, ËÏÔÏÒÁÑ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ûŒÁÒÃÁ (ÓÍ. ÚÁ- ÄÁÞÕ 10.6). üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ûŒÁÒÃÁ ÄÅÌÁÅÔ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÅÇÏ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 10.8). œ ÐÕÎËÔÅ 11 ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÕÖÅÎ ÄÌÑ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 10.17).

œ ÐÕÎËÔÅ 12 ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ òÉÍÁÎÁ ÄÏ ÇÒÁÎÉÃÙ ÏÂÌÁÓÔÉ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÄÌÉÎ É ÐÌÏ- ÝÁÄÅÊ É ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ËŒÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÊ.

œ ÐÕÎËÔÅ 13 ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÒÉÍÁÎÏŒÙ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÁ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ.

œ ÐÕÎËÔÅ 14 ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÎÃÉÐ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ òÉÍÁÎÁ{ûŒÁÒÃÁ É ÔÅÏÒÅÍÁ ðÉËÁÒÁ.

äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ 1 ÐÏÓŒÑÝÅÎÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ É ÉÈ ÓŒÑÚÑÍ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÁÎÁÌÉÚÏÍ. ôÅÏÒÉÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔ ÔÅÏÒÉÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÓÍ. Ð. 15). éÓ- ÐÏÌØÚÕÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ, ÍÏÖÎÏ ÞÕÔØ ÏÓÌÁÂÉÔØ ÔÒÅÂÏŒÁ- ÎÉÑ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÄÕÈÅ, ËÁË çÕÒÓÁ ÏÓÌÁÂÉÌ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÇÒÁÀÔ ÂÏÌØÛÕÀ ÒÏÌØ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉ- ÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ.

áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÁÖÎÙ ÄÌÑ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏ- ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÈ ÔÅÏÒÉÑ ÓÉÌØÎÏ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. œ ÐÕÎËÔÅ 16 ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ÓŒÑÚØ ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÉÊ É ÐÒÉÍÅ-

ÎÅÎÉÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

œ ÐÕÎËÔÅ 17 ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ É ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄŒÕÈ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. úÄÅÓØ ÄÏ- ËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÐÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ Ë ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÕ- ÇÉ, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÅ, ÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÉ 16.10 É 16.11). üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ | ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÕÎËÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÉÚ ÕÞÅÂ- ÎÉËÁ åŒÇÒÁÆÏŒÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ òÉÍÁÎÁ ÄÏ ÇÒÁÎÉÃÙ ÏÂÌÁÓÔÉ. œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÉ ÌÅËÃÉÉ ŒÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÛÉÂÏÞÎÏ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 12.13), É ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔØ ÄÏ ÇÒÁÎÉÃÙ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ (ÓÍ. Ð. 12). ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ É ÓÁÍÁ ÐÏ ÓÅÂÅ. ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÅÅ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ êÅÎÓÅÎÁ É ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ É ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ.

œ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ 2 ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ Ï ÓŒÅÄÅÎÉÉ ÇÌÏ- ÂÁÌØÎÏÇÏ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÔÅÏÒÅÍÙ óÔÏËÓÁ Ë ÅÅ ÌÏËÁÌØÎÏÍÕ ŒÁÒÉÁÎÔÕ, ÉÓÐÏÌØ- ÚÕÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ (ÇÌÏÂÁÌØÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ óÔÏËÓÁ ÉÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÌÓÑ Œ ËÕÒÓÅ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ).

îÉÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏÅ ŒŒÅÄÅÎÉÅ Ë ÐÕÎËÔÁÍ 1{4, 15 É 18, ÂÌÁ- ÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ É ÐÏÓŒÑÝÅÎÉÅ.

ïÂ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ óÔÏËÓÁ É ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÛÉ. äŒÕÍÅÒÎÁÑ (ÐÌÏÓ- ËÁÑ) ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÆÏÒÍÙ ! = P (x; y) dx + Q(x; y) dy ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∫ @U ! = ∫ U d!; ÇÄÅ @U | ÐÒÏÈÏÄÉÍÁÑ ĂŒ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉĄ ÇÒÁÎÉ-

ÃÁ ÏÂÌÁÓÔÉ U É d! = ( − @P @y + @Q @x ) dx dy. äÌÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ

óÔÏËÓÁ ÎÕÖÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ ! É ÇÒÁÎÉÃÙ @U . íÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÉ P É Q ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁ- ÌÉ ËÌÁÓÓÕ C^1 Œ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ U É ÞÔÏÂÙ ÇÒÁÎÉÃÁ @U ÂÙÌÁ ÂÙ C^1-ÇÌÁÄËÏÊ (ÉÌÉ ËÕÓÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÏÊ). éÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÇÌÁÄËÏ- ÓÔÉ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ŒÁÒÉÁÎÔÅ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ.

çÕÒÓÁ ÐÒÉÄÁÌ ÚÁËÏÎÞÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ: ÏÎ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÌÉÛØ ÓÕÝÅÓÔŒÏ- ŒÁÎÉÑ ÐÅÒŒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÂÌÁÓÔÉ. ïÎ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌ

ÎÁÊÄÅÎÎÕÀ ÉÍ ÆÏÒÍÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ Ó ÎÅÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÉÍÉ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉ- ÑÍÉ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ, ÞÅÍ ÏÂÙÞÎÏ. ó ÔÅÈ ÐÏÒ ÔÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ ÔÒÁÄÉÃÉ- ÏÎÎÏ ŒÈÏÄÉÔ ŒÏ ŒÓÅ ËÕÒÓÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÉÍÅÎÎÏ Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÅ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ Œ ÆÏÒÍÅ çÕÒÓÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ŒÁ- ÒÉÁÎÔÁ ÔÅÏÒÅÍÙ óÔÏËÓÁ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. íÙ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ ŒÅÒÎÁ, ÅÓÌÉ

1) ÆÕÎËÃÉÉ P É Q Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÍÅÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ; 2) ÆÕÎËÃÉÑ − @P @y + @Q @x ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

îÁÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ çÕÒÓÁ (ÉÚ ÎÅÇÏ ÌÉÛØ ÉÚÇÏÎÑÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÆÉËÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ).

æÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ óÔÏËÓÁ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ k-ÆÏÒÍ ÎÁ n-ÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ. îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ (ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) ÌÉÛØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

ïÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ. ðÕÓÔØ U | ËÏÍÐÁËÔ- ÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ @U Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n, ÐÕÓÔØ ! = P_1 dx_2 ∧ : : : ∧ dx_n − P_2 dx_1 ∧ dx_3 ∧ : : : ∧ dx_n + : : : + (−1)^{n+1}P_n dx_1 ∧ : : : : : : ∧ dx_{n−1} | (n − 1)-ÆÏÒÍÁ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ P_i ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ÄÉÆ-

ÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ Œ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ U É ÆÕÎËÃÉÑ F =

@P_1 @x_1 + : : : + @Pn @xn ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ ∫ @U ! = ∫ U d!; (1)

ÇÄÅ d! = F dx_1 ∧ : : : ∧ dx_n.

œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ŒÁÒÉÁÎÔÅ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Œ R^n ÄÏÐÏÌ- ÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ P_1; : : :; P_n ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÌÁÓ- ÓÕ C^1 Œ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ U .

ïÂÙÞÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

ðÒÉÍÅÒ (ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ). äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ ¸ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(b) = f(a) + f^′(¸)(b − a).

äÌÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÎÕÖÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÎÅËÏÔÏ- ÒÕÀ ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f. ëÏÎÅÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎË- ÃÉÑ f ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌÁ ËÌÁÓÓÕ C^1 ÎÁ [a; b]. îÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏ- ÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ f ÂÙÌÁ ÂÙ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] É ÉÍÅÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌ Œ ËÁÖÄÏÊ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ. åÓÌÉ f^′ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉÃÁ, f(b) = f(a) + ∫ b a f^′(t) dt. ðÏ ÔÅÏ-

ÒÅÍÅ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ ¸ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ∫ b a f^′(t) dt = f^′(¸)(b − a), ÏÔËÕÄÁ É ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ. åÓÌÉ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÑ f^′ ÎÅ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ É ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ, É ÜÔÏ ÒÁÓÓÕ- ÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ. úÄÅÓØ ŒÙÒÕÞÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ìÅÇËÏ ŒÉ- ÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x), ÐÁ- ÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÈÏÒÄÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ (a; f(a)) É (b; f(b)). ôÏÇÄÁ f(b) = f(a) + f^′(¸)(b − a), ÇÄÅ ¸ | ÁÂÓÃÉÓÓÁ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ ÓÏÏÔÎÏÓÉÔ- ÓÑ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ŒÔÏÒÏÅ ÉÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÓÏÏÔÎÏ- ÓÉÔÓÑ Ó ÐÅÒŒÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ.

œ ËÕÒÓÅ ÍÙ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ ÌÉÛØ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ, Ô. Å. ÆÏÒ- ÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÄÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÏÇÏ ËÕÂÁ Œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. æÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ ËÏÍÐÁËÔ- ÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÅÅ ÌÏËÁÌØÎÏÍÕ ŒÁÒÉÁÎÔÕ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ (ÓÍ. ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ 2).

âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ. íÏÑ ÖÅÎÁ ô. œ. âÅÌÏËÒÉÎÉÃËÁÑ ÎÁÂÉÒÁÌÁ É ÒÅÄÁËÔÉ- ÒÏŒÁÌÁ ŒÓÅ ÓÐÉÓËÉ ÚÁÄÁÞ É ŒÓÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÜÔÏÊ ÂÒÏÛÀÒÙ. œ. á. ëÉÓÕÎØËÏ, é. á. ðÕÛËÁÒØ É ó. ð. þÕÌËÏŒ ŒÅÓØ ÓÅÍÅÓÔÒ ŒÅÌÉ ÓÅÍÉÎÁÒÓËÉÅ ÚÁÎÑÔÉÑ. ïÎÉ ŒÌÏÖÉÌÉ Œ ÜÔÏÔ ËÕÒÓ ÍÎÏÇÏ ÔÒÕÄÁ. óÌÕÛÁÔÅÌÉ ÁËÔÉŒÎÏ ÒÅÛÁÌÉ ÚÁ- ÄÁÞÉ É ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÉ ÍÎÏÇÏ ÎÅÔÏÞÎÏÓÔÅÊ É ÏÐÅÞÁÔÏË. œÓÅÍ ÉÍ Ñ ÐÒÉÎÏÛÕ ÓŒÏÀ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ.

ðÏÓŒÑÝÅÎÉÅ. œÔÏÒÏÇÏ ÎÏÑÂÒÑ 2003 ÇÏÄÁ ÉÓÐÏÌÎÉÌÏÓØ 60 ÌÅÔ àÌÉÀ óÅÒÇÅÅŒÉÞÕ éÌØÑÛÅÎËÏ, Ó ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ÄÒÕÖÉÍ ÂÅÚ ÍÁÌÏÇÏ ÐÏÌŒÅËÁ. üÔÁ ÂÒÏÛÀÒÁ ÐÏÓŒÑÝÁÅÔÓÑ àÌÉÀ óÅÒÇÅÅŒÉÞÕ.

1. ôÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒ

ðÕÓÔØ A | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n. íÙ ŒÓÅ- ÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ A ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÏ- ÎÑÔÉÅ ÏÂSSÅÍÁ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ V (X) ÏÂSSÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X.

äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ŒÁÖÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ: A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÕÂÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n, ÇÒÁÎÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÇÉÐÅÒ- ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍ É ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅÖÁÔ ŒÎÕÔÒÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÕÂÁ 0 ⩽ x_1 ⩽ 1; : : : ; 0 ⩽ x_n ⩽ 1 (ÏÓÏÂÅÎÎÏ ŒÁÖÅÎ ÓÌÕÞÁÊ n = 2). íÏÖÎÏ ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ A | ËÌÁÓÓ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ.

òÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ´ ∈ A ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ V (´) ≠ 0, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ ´ =^m ⋃ i=1 ´_i, ÇÄÅ

1) ´_i ∈ A, i = 1; : : :; m;

2) V (´_i) ≠ 0, i = 1; : : :; m; 3) V (´_i ∩ ´_j) = 0, 1 ⩽ i ¡ j ⩽ m.

óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ´ ∈ A ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ V (´) ≠ 0, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ´ = ⋃ ´_i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ´_i ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ´.

ëÌÁÓÓ ËÕÂÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n (ÓÍ. ŒÙÛÅ) ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓ- ÓÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ F : A → R^p, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÕÀ ËÁ- ÖÄÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ X ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ A ŒÅËÔÏÒ F (X) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^p.

óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÔÉÐÁ ÍÅÒÙ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁ- ÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ´ É ËÁÖÄÏÇÏ ÅÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ´ = ⋃ ´_i, ÇÄÅ ´; ´_i ∈ A, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ F (´) = ∑ F (´_i).

úÁÄÁÞÁ 1.1. ðÕÓÔØ ´ =^m ⋃ i=1 ´_i | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ´, É V (´) ≠ 0.

ðÕÓÔØ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ F (´) = ∑ F (´_i). ôÏÇÄÁ 1) ÔÏÞËÁ 1 V (´)

F (´) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^p ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏ-

ÌÏÞËÉ ÔÏÞÅË 1 V (´_i)

F (´_i) ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ;

2) ÅÓÌÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^p ÅÓÔØ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (ÉÌÉ ÎÏÒ- ÍÁ), ÔÏ ÓÒÅÄÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ 1 V (´_i) F (´^i) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ŒÅËÔÏÒ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÕÀ ÄÌÉÎÕ, ÞÅÍ ŒÅËÔÏÒ 1 V (´) F (´).

úÁÄÁÞÁ 1.2. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ F : A → R^p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÔÉÐÁ ÍÅÒÙ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ´ ∈ A ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ V (´) ≠ 0, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ´ ⊃ ´_1 ⊃ : : : ⊃ ´_m ⊃ : : : ÔÁ- ËÉÈ, ÞÔÏ 1) ´_i ∈ A; 2) V (´_i) ¿ 0; 3) ÄÉÁÍÅÔÒ ´_m ⩽ 1 2^m (ÄÉÁÍÅÔÒ ´);

4) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ) ÐÒÅÄÅÌ lim_{i→∞}

F (´_i) V (´_i) ;

5) lim_{i→∞} ‖ ‖ F (´i) V (´_i) ‖ ‖ ⩾ ‖ ‖ F (´)

V (´) ‖ ‖. úÄÅÓØ ‖a‖ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÌÉÎÕ ŒÅËÔÏÒÁ a Œ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^p.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ´_1; : : : : : : ; ´_m; : : : ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÞËÅ a (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: lim_{i→∞} ´_i = a), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÏÍÅÒ N ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ´_i ÐÒÉ i ¿ N ÌÅÖÁÔ Œ ”-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ F : A → R^p | ÆÕÎËÃÉÑ ÔÉÐÁ ÍÅÒÙ. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ F ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ F^′_A(a) ∈ R^p ÐÏ A Œ ÔÏÞËÅ a, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ´_1 ⊃ : : : ⊃ ´_m ⊃ : : : ÉÚ A, ÞÔÏ

V (´_i) ≠ 0 É lim_{i→∞} ´_i = a, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

lim_{i→∞}

F (´_i) V (´_i) = F ′ A(a):

úÁÄÁÞÁ 1.3. ðÕÓÔØ A | ËÌÁÓÓ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ R^n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÂSSÅÍÁ. ðÕÓÔØ f | ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ A ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^p. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ F ÎÁ A, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÕÀ ËÁÖÄÏÍÕ ´ ∈ A ŒÅËÔÏÒ F (´) = ∫ � f(x) dx_1 : : : dx_n. ôÏÇÄÁ 1) F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÔÉÐÁ ÍÅÒÙ;

2) Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ a ∈ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ F^′_A(a), ÐÒÉÞÅÍ F^′_A(a) = f(a). úÁÄÁÞÁ 1.4. 1) (ĂôÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁĄ.) ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ F : A → R^p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÔÉÐÁ ÍÅÒÙ É ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÐÏ A Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ a, ÐÒÉÞÅÍ F^′_A(a) = 0. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ´ ∈ A ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ F (´) = 0.

2) ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÉÐÁ ÍÅÒÙ F : A → R^p É G : A → R^p ÉÍÅÀÔ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÏ A Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ a, ÐÒÉÞÅÍ F^′_A(a) ≡ G^′_A(a). ôÏÇÄÁ ÆÕÎË- ÃÉÉ F É G ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, Ô. Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ´ ∈ A ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ F (´) = G(´).

3) (ĂæÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉÃÁĄ.) åÓÌÉ F^′_A | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ, ÔÏ

F (´) = ∫ � F^′_A dx_1 ∧ : : : ∧ dx_n:

úÁÄÁÞÁ 1.5. ðÕÓÔØ A | ËÌÁÓÓ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÌÅÖÁÝÉÈ ŒÎÕ- ÔÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b], É ÐÕÓÔØ f : [a; b] → R^p | ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ F : A → R ÆÏÒÍÕÌÏÊ F ([c; d]) = = f(d) − f(c). ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

1) ÆÕÎËÃÉÑ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÔÉÐÁ ÍÅÒÙ;

2) ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ F^′_A(a) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕ- ÅÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ a, ÐÒÉÞÅÍ F^′_A(a) = f^′(a);

3) ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b], ÐÒÉÞÅÍ f^′ ≡ 0, ÔÏ f(a) = f(b) (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 1.4, Ð. 1);

4) ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÅÚËÁ É f^′ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ, ÔÏ f(b) − f(a) = ∫ b a f^′(¸) d¸ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 1.4, Ð. 3).

2. æÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÕÂÅ

îÁÞÎÅÍ Ó ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ´ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ËŒÁ- ÄÒÁÔ 0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ y ⩽ 1 ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 2.1. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ Q : ´ → R^p ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÆÕÎËÃÉÉ Q_0 É Q_1 ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ y, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÐÒÉ 0 ⩽ y ⩽ 1 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ Q_0(y) = Q(0; y), Q_1(y) = Q(1; y), ÑŒÌÑÀÔ- ÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ Q_1 − Q_0 ≡ C, ÇÄÅ C | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ∫ @� Q dy = C. áÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ P_0 É P_1, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÐÒÉ 0 ⩽ x ⩽ 1 ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÑÍÉ P_0(x) = P (x; 0) É P_1(x) = P (x; 1), ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙ É P_1 − P_0 = C, ÔÏ ∫ @� P dx = −C.

úÁÄÁÞÁ 2.2. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ A_1, A_2, A_3, B_1, B_2, B_3 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^p ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∫ @� (A_1 + A_2x + A_3y) dx + (B_1 + B_2x + B_3y) dy = (B_2 − A_3):

úÁÄÁÞÁ 2.3. ðÕÓÔØ P É Q | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ´ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ R^p, ÐÒÉÞÅÍ ‖P ‖ ¡ M É ‖Q‖ ¡ M . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ËÏÎÔÕÒÁ fl ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ L, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÏÃÅÎËÁ ‖ ‖ ‖ ∫ fl P (x; y) dx + Q(x; y) dy ‖ ‖ ‖ ⩽ 2M L: ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ´ ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÙÊ ËÕÂ 0 ⩽ x_1 ⩽ 1; : : : ; 0 ⩽ x_n ⩽ 1 Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n.

úÁÄÁÞÁ 2.4. ðÕÓÔØ ! = P_1 dx_2 ∧ : : :∧ dx_n − P_2 dx_1 ∧ dx_3 ∧ : : :∧ dx_n + : : : : : : + (−1)^{n+1}P_n dx_2 ∧ : : : ∧ dx_n, ÇÄÅ P_i | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ, Ô. Å. P_i = A_i + A_{i;1}x_1 + : : : + A_{i;n}x_n, ÇÄÅ A_i É A_{i;j} | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^p. ôÏÇÄÁ ∫ @� ! = ∫ � d!, Ô. Å. ∫ @� ! = A_{1;1} + : : :

: : : + A_{n;n}.

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÅ ÚÁÄÁÞÉ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ. úÁÄÁÞÁ 2.5. ðÕÓÔØ P_1 | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^1 ÎÁ ´. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÕÂÁ´ É ÆÏÒÍÙ ! = P_1 dx_2 ∧ : : : ∧ dx_n ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ, Ô. Å. ∫ @� P_1 dx_2 ∧ : : : ∧ dx_n = ∫ � @P_1 @x_1 dx^1 ∧ : : : ∧ dx^n:

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ

@P_1 @x_1

ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x_1 É ŒÏÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉÃÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ ÍÙ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉÃÁ, ÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ ÅÅ ÍÎÏÇÏÍÅÒ- ÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ (ÓÒ. ÚÁÄÁÞÕ 1.4, Ð. 3).

úÁÄÁÞÁ 2.6. äÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ Œ ËÕÂÅ ´ ÄÌÑ ÆÏÒÍÙ ! Ó ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ËÌÁÓÓÁ C^1. ðÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ Œ ËÕÂÅ ´?

3. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÕÂÅ

úÁÄÁÞÁ 3.1. ðÕÓÔØ A | ËÌÁÓÓ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÌÅÖÁÝÉÈ ŒÎÕÔÒÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ ´, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÁ- ÒÁÌÌÅÌØÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÏÓÑÍ. ðÕÓÔØ P É Q | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÅ ´ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ R^p. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ A, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÕÀ ËÁÖÄÏÍÕ ËŒÁÄÒÁÔÕ ´_0 ∈ A ŒÅËÔÏÒ F (´_0), ÒÁŒÎÙÊ ∫ @�_0 P dx + Q dy. ôÏÇÄÁ

1) ÆÕÎËÃÉÑ F : A → R^p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÔÉÐÁ ÍÅÒÙ; 2) ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ P É Q ÉÍÅÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ Œ ÔÏÞËÅ a, ÔÏ ÆÕÎË-

ÃÉÑ F ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÐÏ A Œ ÔÏÞËÅ a, ÐÒÉÞÅÍ F^′_A(a)=− @P @y (a)+ @Q @x (a).

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÉ 2.2 É 2.3.

úÁÄÁÞÁ 3.2 (ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ ËŒÁÄÒÁÔÁ). ðÕÓÔØ 1) ÆÕÎËÃÉÉ P É Q, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ R^p, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ Œ ËŒÁ- ÄÒÁÔÅ ´, 2) Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ËŒÁÄÒÁÔÁ ´ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ÉÍÅÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ, 3) ÆÕÎËÃÉÑ − @P @y + @Q @x ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ´.

ôÏÇÄÁ ∫ @� P dx + Q dy = ∫ � ( − @P @y + @Q @x ) dx ∧ dy. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ − @P @y + @Q @x ≡ 0, ÔÏ ∫ @� P dx + Q dy = 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 3.1 É Ð. 3 Œ ÚÁÄÁÞÅ 1.4.

úÁÄÁÞÁ 3.3 (ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ ËÕÂÁ). ðÕÓÔØ ! = = P_1 dx_2 ∧ : : : ∧ dx_n − P_2 dx_1 ∧ dx_3 ∧ : : : ∧ dx_n + : : : + (−1)^{n+1}P_n dx_1 ∧ : : : : : : ∧ dx_{n−1}, ÇÄÅ P_i | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ËÕÂÅ ´ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ P_1; : : : ; P_n ÉÍÅÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ËÕ- ÂÁ ´, ÐÒÉÞÅÍ ÆÕÎËÃÉÑ F =

@P_1 @x_1

+ : : : + @Pn @xn ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ´. ôÏÇÄÁ ∫ @� ! = ∫ � F dx_1 ∧ : : : ∧ dx_n.

îÉÖÅ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ËÕ- ÂÏŒ, ÎÏ É ÄÌÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n, ÉÍÅÀÝÉÈ ÇÌÁÄ- ËÕÀ ÇÒÁÎÉÃÕ (Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ, ÎÁÍ ŒÁÖÅÎ ÓÌÕÞÁÊ n = 2). ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ËÕÂÁ Ë ÏÂÌÁÓÔÉ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÅÎ É ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ. äÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ ËÁÒÔÉÎÙ ÍÙ ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Œ ÐÕÎËÔÅ 18 (ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ 2).

îÁÐÏÍÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ 1-ÆÏÒÍ ÎÁ ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉŒÙÈ. úÁÄÁÞÁ 3.4. ðÕÓÔØ ! = P_1 dx_1 + : : : + P_n dx_n, ÇÄÅ P_1; : : : ; P_n | ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^p. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÕÔÉ fl Œ ÏÂÌÁ- ÓÔÉ U ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∫ fl ! = 0. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ x_0 ∈ U . ïÐÒÅ- ÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ F Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ: F (a) = ∫ fl !, ÇÄÅ fl | ÌÀÂÁÑ ËÒÉŒÁÑ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ Œ ÔÏÞËÅ x_0 É ÚÁËÁÎÞÉŒÁ- ÀÝÁÑÓÑ Œ ÔÏÞËÅ a. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

1) ÆÕÎËÃÉÑ F ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, Ô. Å. ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ fl; 2) ÆÕÎËÃÉÑ F Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÍÅÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ dF É ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ dF = P_1 dx_1 + : : : + P_n dx_n:

úÁÄÁÞÁ 3.5. ðÕÓÔØ F | ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^p, ÉÍÅÀÝÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ P_1; : : : ; P_n, É dF = P_1 dx_1 + : : : + P_n dx_n. ôÏÇÄÁ ∫ fl P_1 dx_1 + : : : + P_n dx_n = F (b) − F (a), ÇÄÅ b É a | ËÏÎÅÃ É ÎÁÞÁÌÏ ËÒÉŒÏÊ fl ∈ U .

4. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ É ÔÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ

œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔØ R^2 Ó ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ (ÓÉÎÏÎÉÍ: ĂËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑĄ), ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ÔÏÞËÅ (x; y) ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z = x + iy. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : R^2 → R^2 ÉÚ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ ÓÅÂÑ.

úÁÄÁÞÁ 4.1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A(x; y) = P_1x + P_2y, ÇÄÅ P_1; P_2 ∈ C , ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ A(x; y) = Q_1z + Q_2z. ðÒÉ ÜÔÏÍ Q_1 = 1 2 (P^1 − iP^2), Q^2 = 1 2 (P^1 + iP^2). ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ A ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, ÅÓÌÉ |Q_1| ¿ |Q_2|, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ, ÅÓÌÉ |Q_1| ¡ |Q_2|, É ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ |Q_1| = |Q_2|. åÓÌÉ |Q_1| = |Q_2| ≠ 0, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A

ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÎÕÌØ ÐÒÑÍÕÀ z = ˘z_0, ÇÄÅ ˘ ∈ R, Á z_0 = √ − Q_1 Q_2 .

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ U | ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É f : U → R^2 | ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (Ô. Å. Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ), É df = @f @x dx + @f @y dy | ÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ.

éÍÅÅÍ: df = 1 2 ( @f @x − i @f @y ) dz + 1 2 ( @f @x + i @f @y ) dz. þÉÓÌÏ 1 2 ( @f @x − i @f @y )

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ @f @z , Á ÞÉÓÌÏ 1 2 ( @f @x + i @f @y ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ @f @z . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÀ df = @f @z dz + @f @z dz.

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ f^′(a) ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ a ∈ C ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ lim_{z→0} f(a + z) − f(a) z . úÁÄÁÞÁ 4.2. 1) åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U → R^2 ÉÍÅÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ Œ ÔÏÞËÅ a É @f @z (a) = 0, ÔÏ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏ- ÔÏÍ (ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÕÇÏÌ ff) Ó ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ (Œ ˘ ÒÁÚ, ÇÄÅ ˘ | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ

ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ), ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, Õ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^′(a). ðÒÉ ÜÔÏÍ f^′(a) = @f @z (a), arg f

′(a) = ff, |f^′(a)| = ˘.

2) ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÉÍÅÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ Œ ÔÏÞËÅ a. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, @f @z (a) = 0 É @f @z (a) = f^′(a) É, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ | ÐÏŒÏ- ÒÏÔ (ÎÁ ÕÇÏÌ arg f^′(a)) Ó ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ (Œ |f^′(a)| ÒÁÚ).

úÁÄÁÞÁ 4.2 ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄŒÕÈ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1 (ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏ çÕÒÓÁ). æÕÎËÃÉÑ f ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÅÓÌÉ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÂÌÁÓÔÉ U Õ ÆÕÎËÃÉÉ f ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. æÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÅÓÌÉ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U → C ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÕÅÍÏ, ÐÒÉÞÅÍ @f @z ≡ 0 (Ô. Å. ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ | ÐÏŒÏÒÏÔ Ó ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ).

úÁÄÁÞÁ 4.3. æÕÎËÃÉÑ f ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ Õ ÆÏÒÍÙ ! = f(z) dz = f(z) dx + if(z) dy ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÉÍÅÀÔ ÐÅÒŒÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ É d! ≡ 0.

úÁÄÁÞÁ 4.4. æÕÎËÃÉÑ f =u+iv ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ u, v ÉÍÅÀÔ ÐÅÒŒÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÂÌÁ- ÓÔÉ É ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ @u @x ≡ @v @y , @u @y ≡ − @v @x .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. æÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ŒÐÌÏÔØ ÄÏ ÇÒÁÎÉÃÙ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ Œ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÊ ÂÏÌØÛÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ V , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ U .

úÁÄÁÞÁ 4.5 (ôÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ). äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ŒÐÌÏÔØ ÄÏ ÇÒÁÎÉÃÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ @U , ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ∫ @U f dz = 0:

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ 4.3 É ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 4.6. ðÕÓÔØ f(z) | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U . ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ F (z) = ∫ z z_0 f(z) dz ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÒ-

ÒÅËÔÎÏ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ. úÄÅÓØ ∫ z z_0 f(z) dz | ÜÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ

ÌÀÂÏÊ ÌÅÖÁÝÅÊ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÊÓÑ Œ ÔÏÞËÅ z_0 É ÚÁËÁÎÞÉŒÁÀÝÅÊÓÑ Œ ÔÏÞËÅ z. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ F^′(z) = f(z).

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ëÏÛÉ É ÚÁÄÁÞÅÊ 3.4.

5. æÏÒÍÁ^{dz}_z É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ëÏÛÉ

úÁÄÁÞÁ 5.1. 1) ðÕÓÔØ f : U → C , g : U → C | ÌÀÂÙÅ ÇÌÁÄËÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂ R^n. ôÏÇÄÁ d(fg) fg = df f + dg g . 2) ðÒÉÍÅÎÉÔØ 1) Ë ÆÕÎËÃÉÑÍ f = |z| É g = cos ’ + i sin ’ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ dz z = d|z| |z| + i d’, ÇÄÅ ’ = arg z.

úÁÄÁÞÁ 5.2. 1) ðÕÓÔØ ÏÂÌÁÓÔØ U ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅ ÏÈŒÁÔÙŒÁÅÔ ÔÏÞËÕ 0 É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ 1, É ÐÕÓÔØ arg : U → R|ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ŒÅÔŒØ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ U (ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ arg 1 = 0). ôÏÇÄÁ ∫_z 1 dz z = ln |z| + i arg z (ÐÒÉ z ∈ U ):

2) éÎÔÅÇÒÁÌ ∫ fl dz z ÐÏ ËÏÎÔÕÒÕ fl, ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÏÂÈÏÄÑÝÅÍÕ ÔÏÞËÕ ÎÕÌØ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÅ fl = @U ŒÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÔÏÞËÕ ÎÕÌØ), ÒÁŒÅÎ 2ßi.

íÙ ŒÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ∫ z 1 dz z Œ ÚÁÄÁÞÁÈ 5.12{5.14. á ÓÅÊÞÁÓ ÐÅ- ÒÅÊÄÅÍ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ëÏÛÉ.

úÁÄÁÞÁ 5.3 (ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ëÏÛÉ). ðÕÓÔØ f | ÆÕÎËÃÉÑ, ÁÎÁ- ÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ŒÐÌÏÔØ ÄÏ ÇÒÁÎÉÃÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÉÍÅÀÝÅÊ ÇÌÁÄ- ËÕÀ ÇÒÁÎÉÃÕ @U . ôÏÇÄÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ëÏÛÉ: 1 2ßi ∫ @U f(z) z − z_0 dz = f(z^0):

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÏÂÌÁÓÔØ U Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÍÁÌÏÇÏ ÚÁ- ÍËÎÕÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ B Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ z_0 É ÏÂÌÁÓÔÉ V = U \ B. ôÏÇÄÁ ∫ @U f(z) dz z − z_0 = ∫ @V f(z) dz (z − z_0) + ∫ @B f(z) dz z − z_0 :

ðÅÒŒÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ. œÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÍÁÌÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ∫ @B f(z_0) dz z − z_0 , ËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÞÉÓÌÅÎ Œ ÚÁÄÁÞÅ 5.2.

úÁÄÁÞÁ 5.4. ðÕÓÔØ ´ | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÒÉÞÅÍ |´| ¡ |z − z_0|. ôÏÇ- ÄÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 1 z − z_0 − ´ = ( 1 + ´ z − z_0 + : : : +

´^n (z − z_0)^n + : : : ) 1 z − z_0 = ∞∑ n=0 ´^n (z − z_0)^{n+1} ;

ÐÒÉÞÅÍ ÒÑÄ, ÓÔÏÑÝÉÊ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ |z − z_0| ¿ |´| + ” ÐÒÉ ” ¿ 0.

úÁÄÁÞÁ 5.5. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ 5.3 ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

f^{(n)}(z_0) = n! 2ßi ∫ @U f(z) dz (z − z_0)^{n+1} :

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 5.3.

úÁÄÁÞÁ 5.6. ðÕÓÔØ, Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ 5.3, R | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ z_0 ÄÏ ÇÒÁÎÉÃÙ ÏÂÌÁÓÔÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ |´| ¡ R ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

f(z_0 + ´) = f(z_0) + f^′(z_0)´ + : : : + 1 n! f

(n)(z_0)´^n + : : : :

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ |´| ¡ R − ”, ÇÄÅ ” | ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÉ 5.3 É 5.4.

úÁÄÁÞÁ 5.7. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 5.5.

úÁÄÁÞÁ 5.8 (ÔÅÏÒÅÍÁ íÏÒÅÒÁ). ðÕÓÔØ f(z) | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÐÒÉÞÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÏÒÍÙ f(z) dz ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ, ÌÅÖÁÝÅÍÕ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ôÏ- ÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U .

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÉ 3.4 É 5.7.

úÁÄÁÞÁ 5.9. ðÕÓÔØ f | ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U . ôÏÇÄÁ f | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U .

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ íÏÒÅÒÁ.

úÁÄÁÞÁ 5.10 (ÏÃÅÎËÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ Ó ÐÏÔÅÒÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ). ðÕÓÔØ ÆÕÎË- ÃÉÑ f ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U , L | ÄÌÉÎÁ ÇÒÁÎÉÃÙ ÏÂÌÁÓÔÉ U , É M | ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÏÄÕÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ U . ôÏÇÄÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÏÃÅÎËÁ

‖f^{(k)}(z)‖ ⩽ k! ML 2ßr(z)^{k+1}

, ÇÄÅ r(z) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ z ÄÏ ÇÒÁÎÉÃÙ ÏÂÌÁÓÔÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 5.5.

úÁÄÁÞÁ 5.11 (ÔÅÏÒÅÍÁ ìÉÕŒÉÌÌÑ). æÕÎËÃÉÑ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÎÁ ŒÓčÍ C , ÍÏÄÕÌØ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 5.10 ÄÌÑ k = 1.

úÁÄÁÞÁ 5.12. íÎÏÇÏÚÎÁÞÎÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ln z = ∫ z 1 dz z = = ln |z| + i arg z (ÆÕÎËÃÉÑ arg z ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ 2kß) ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÕÀ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ: ÅÓÌÉ ln z = u = u_1 + iu_2, ÔÏ z = e^{u1} (cos u_2 + i sin u_2). üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 5.13. éÚ ÚÁÄÁÞÉ 6.1 ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = exp z ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ (ŒÏ ŒÓÅÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ). ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ y^′ = y É ÞÔÏ y^{(n)} = y ÄÌÑ ŒÓÅÈ n. òÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ exp z ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë exp z ŒÏ ŒÓÅÊ

ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 5.6). ðÏÜÔÏÍÕ

exp z = 1 + z + z^2 2 + : : : + z^n n! + : : : :

úÁÄÁÞÁ 5.14. ðÕÓÔØ fl : [0; 1] → (C \ 0) | ËÒÉŒÁÑ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÏŒÕÀ ËÒÉŒÕÀ fl_1 : [0; 1] → C , ÇÄÅ fl_1 = afl, a ∈ C , a ≠ 0. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ∫ fl dz z = ∫ fl_1 dz z . úÁÄÁÞÁ 5.15. ðÕÓÔØ fl_1 : [0; 1] → (C \ 0) É fl_2 : [0; 1] → (C \ 0) | ÐÕÔÉ ÎÁ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ Œ ÔÏÞËÅ 1 É ËÏÎÞÁÀÝÉ- ÅÓÑ Œ ÔÏÞËÁÈ a É b ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, @fl_1 = a − 1, @fl_2 = b − 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÉŒÕÀ fl, ÑŒÌÑÀÝÕÀÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÒÉŒÙÈ fl_1 É afl_2. ëÒÉŒÁÑ fl ÓŒÑÚ- ÎÁ. ïÎÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ 1 É ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ ab. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ∫ fl dz z = ∫ fl_1 dz z + ∫ fl_2 dz z , Ô. Å. ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ŒÅÔŒÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ln z ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ln(ab) = ln a + ln b. œÙŒÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ exp(a + b) = exp a exp b.

6. ìÏËÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

úÁÄÁÞÁ 6.1 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ). ðÕÓÔØ f | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ- ÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, ÐÒÉÞÅÍ f^′(a) ≠ 0. ôÏÇÄÁ f ŒÚÁÉÍ- ÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a ÎÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ f(a), ÐÒÉÞÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ f, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ËÁË ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔØ.

úÁÄÁÞÁ 6.2. íÎÏÇÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(z) = z^{1=n} (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏÍ (f(z))^n = z) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ:

1) z^{1=n} = |z|^{1=n} ( cos ’ n + i sin ’ n ) , ÇÄÅ ’ = arg z + 2kß;

2) z^{1=n} = exp ( 1 n ln z ) úÁÄÁÞÁ 6.3. 1) ðÕÓÔØ f^′(z_0) = : : : = f^{(k−1)}(z_0) = 0, ÎÏ f^{(k)}(z_0) ≠ 0. åÓÌÉ ´ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ, ÔÏ f(z_0 + ´) = f(z_0) + ´^k’(z_0 + ´), ÇÄÅ ’ | ÁÎÁ- ÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ ’(z_0) ≠ 0.

2) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(z_0) + (g(z))^k = = f(z), ÐÒÉÞÅÍ g^′(z_0) ≠ 0 (ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ g ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f).

3) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ Ð. 1) ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÁ, ÔÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z_0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆ- ÎÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ u = u(z), z = z(u), ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(z(u)) = u^k + f(z_0). (œÏÐÒÏÓ Ð. 3 | ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ŒÏÐÒÏÓÁ Ð. 2.)

úÁÄÁÞÁ 6.4. ðÕÓÔØ U | ÓŒÑÚÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, É f : U → C | ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ

1) f ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÂÌÁÓÔÉ (Ô. Å. ÏÂÒÁÚ f(U_1) ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ U_1 ⊂ U ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ);

2) ÐÒÏÏÂÒÁÚ f^{−1}(a) ËÁÖÄÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË.

úÁÄÁÞÁ 6.5. åÓÌÉ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ Œ ÓŒÑÚÎÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ- ÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ŒÐÌÏÔØ ÄÏ ÇÒÁÎÉÃÙ @U , ÔÏ ÆÕÎË- ÃÉÑ |f| ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ @U ÏÂÌÁÓÔÉ U . åÓÌÉ f ÎÅ ÏÂÒÁ- ÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÔÏÞËÅ z_0 ∈ U , ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ |f| ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÉ- ÎÉÍÕÍÁ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 6.4.

úÁÄÁÞÁ 6.6. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÚÁÄÁÞÕ 6.5, ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ: ŒÓÑËÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ.

7. éÎŒÅÒÓÉÑ

éÎŒÅÒÓÉÅÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó ÃÅÎ- ÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÔÏÞËÕ x Œ ÔÏÞËÕ y ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ

1) ÌÕÞ ÉÚ ÔÏÞËÉ A, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ y; 2) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ æ(A; x) · æ(A; y), ÇÄÅ æ(·; ·) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕ- ÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ, ÒÁŒÎÏ R^2.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÉÎŒÅÒÓÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ R^n, ÏÔÌÉÞ- ÎÏÊ ÏÔ A.

úÁÄÁÞÁ 7.1. 1) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÉÎŒÅÒÓÉÉ ø ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ø ∘ ø = id, ÇÄÅ id | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ.

2) ðÕÓÔØ ø_1 É ø_2 | ÉÎŒÅÒÓÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒ ÒÁÄÉÕÓÏŒ R_1 É R_2 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ ÎÕÌØ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ø_2 = ` ∘ ø_1, ÇÄÅ ` | ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ (R_2=R_1)^2.

3) éÎŒÅÒÓÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÜÔÕ ÓÆÅÒÕ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ a ÓÆÅÒÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÉÎŒÅÒÓÉÉ | ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÓÆÅÒÅ Œ ÔÏÞËÅ a.

4) äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÉÎŒÅÒÓÉÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ËÁËÏÊ?) É ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ (ŒÏ ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ?). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÎŒÅÒÓÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ËÒÉŒÙÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 7.2 (ĂËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎĄ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n É ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

a⟨x; x⟩ + ⟨b; x⟩ + c = 0; (1)

ÇÄÅ a; c | ÄÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, b | ÄÁÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ R^n, x | ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÊ ŒÅË- ÔÏÒ Œ R^n É ⟨ ; ⟩ | ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ.

1) åÓÌÉ a = 0, ÎÏ b ≠ 0, ÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (1) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ. 2) åÓÌÉ c = 0, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ. 3) ðÕÓÔØ a ≠ 0. åÓÌÉ ĂÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔĄ D = ⟨b; b⟩ − 4ac ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ, ÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (1) ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÏ. åÓÌÉ D ⩾ 0, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅÍ x ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (1)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ x ∈ R^n, ÎÁÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ √ D 2a ÏÔ ÔÏÞËÉ x_0 = −b 2a . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (1) | ÜÔÏ ÓÆÅÒÁ.

úÁÄÁÞÁ 7.3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎŒÅÒÓÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ.

1) üÔÁ ÉÎŒÅÒÓÉÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ u(x) = x=⟨x; x⟩. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x(u) = u=⟨u; u⟩. îÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÜÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ u = 1=x, x = 1=u.

2) üÔÁ ÉÎŒÅÒÓÉÑ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ a⟨x; x⟩ + ⟨b; x⟩ + + c = 0 Œ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ c⟨u; u⟩ + ⟨b; u⟩ + a = 0.

3) ðÒÉ ÜÔÏÊ ÉÎŒÅÒÓÉÉ: ÓÆÅÒÙ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌØ, ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÓÆÅÒÙ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌØ; ÓÆÅÒÙ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌØ, ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌØ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

4) ðÒÑÍÙÅ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Œ R^3 ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÐÒÑÍÙÅ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. (ëÏÇÄÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÐÒÑÍÕÀ?)

úÁÄÁÞÁ 7.4 (ÚÁÄÁÞÁ ëÏËÓÔÅÒÁ). ðÕÓÔØ ÓÆÅÒÙ S_1, S_2, S_3 É S_4 Œ ÔÒÅÈ- ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÌÅÖÁÔ ŒÎÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ É ËÁÓÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÆÅÒÕ S_5, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÓÆÅÒ S_1, S_2, S_3 É S_4. úÁÔÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÓÆÅÒÕ S_6, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÓÆÅÒ S_1, S_2, S_3 É S_5 ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ S_6 ≠ S_4. úÁ- ÔÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÓÆÅÒÕ S_7, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÓÆÅÒ S_1, S_2, S_3 É S_6 ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ S_7 ≠ S_5, É Ô. Ä. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅÇÄÁ S_{10} = S_4.

úÁÄÁÞÁ 7.5. óÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÓÆÅÒÙ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÓÆÅÒÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÎŒÅÒÓÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^3 (ËÁËÏÊ?). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÒÑÍÙÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ËÒÉŒÙÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 7.6. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S Œ R^3 ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÐÒÏÔÉŒÏÐÏ- ÌÏÖÎÕÀ ÏÂÙÞÎÏÊ, Ô. Å. ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌÉ É ÐÁÒÁ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ S ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÒÏÊËÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ R^3.

1) óÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÉÚ ĂÓÅŒÅÒÎÏÇÏ ÐÏÌÀÓÁĄ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ (ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÏÒÉ- ÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÞÔÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ.

2) óÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÉÚ ĂÀÖÎÏÇÏ ÐÏÌÀÓÁĄ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÎÁ

ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ (ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔØ ÓÆÅÒÙ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÆÅÒÅ É ÞÔÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÏÒÉÅÎÔÉ- ÒÏŒÁÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ) ÍÅÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ.

3) ïÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ ŒÅÒÈÎÀÀ É ÎÉÖÎÀÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ë ÓÆÅ- ÒÅ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÎÁ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ (ÐÏ ÄÌÉÎÅ ÒÁŒÎÙÊ ÄÉÁÍÅÔÒÕ ÓÆÅÒÙ). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÌÅÎÉÑ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ x(a) ÔÏÞËÉ a, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ Œ Ð. 1), É ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ y(a) ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÉ a, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ Œ Ð. 2), ÓŒÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÉÎŒÅÒÓÉÉ. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁËÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ?

4) œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÔÏÞËÉ x(a) É y(a) ÉÚ Ð. 3) ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ y(a) = 1=x(a). (ðÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ÄÉÁÍÅÔÒ ÓÆÅÒÙ ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ.)

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ íčÂÉÕÓÁ | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÏÐÏÌÎÅÎ- ÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, Œ ÓÅÂÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÐÒÑÍÙÅ É ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÉ Œ ÐÒÑÍÙÅ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ËÒÉŒÙÍÉ (ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ íčÂÉÕÓÁ ÓÆÅÒÙ Œ R^3 Œ ÓÅÂÑ. úÁÄÁÞÁ 7.7. 1) îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 ŒÓÑËÉÊ ÐÏŒÏÒÏÔ É ŒÓÑËÉÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØ- ÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ. ëÁËÉÈ?

2) œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÉÎŒÅÒÓÉÊ. ëÁËÉÈ?

úÁÄÁÞÁ 7.8. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ÉÎŒÅÒÓÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ x É y ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ŒÓÑËÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ L, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅ- ÒÅÚ x É y, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ S ÐÏÄ ÐÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ. œÙŒÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÑ ÔÏÞÅË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉ- ÑÈ íčÂÉÕÓÁ (Ô. Å. ÅÓÌÉ F | ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ íčÂÉÕÓÁ É x; y ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ S, ÔÏ F (x), F (y) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ F (S)).

úÁÄÁÞÁ 7.9. ðÁÒÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ S_1 É S_2 ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅÍ íčÂÉÕÓÁ

1) Œ ÐÁÒÕ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ S_1 É S_2 ÐÅÒÅ- ÓÅËÁÀÔÓÑ;

2) Œ ÐÁÒÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÅÓÌÉ S_1 É S_2 ËÁÓÁÀÔÓÑ; 3) Œ ÐÁÒÕ ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÅÓÌÉ S_1 É S_2 ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁ- ÀÔÓÑ.

õËÁÚÁÎÉÅ Ë Ð. 3. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÑÍÕÀ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ S_1 É S_2. üÔÕ ÐÒÑÍÕÀ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ Œ ÐÁÒÕ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ÎÕÌØ.

8. óÆÅÒÁ òÉÍÁÎÁ

úÁÄÁÞÁ 8.1 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ). 1) ðÕÓÔØ f ÁÎÁÌÉ- ÔÉÞÎÁ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Œ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a. ôÏÇÄÁ f ÁÎÁÌÉ- ÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞËÕ a.

2) åÓÌÉ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ Ð. 1) ŒÍÅÓÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ f ÉÍÅÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |f(z)| ¡ C|z − a|^{−N} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ N , ÔÏ f(z)(z − a)^N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ. ôÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(z) Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ Œ ŒÉÄÅ ÒÑÄÁ

f(z) = ∞∑ m⩾−N c_m(z − a)^m:

åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ c_{−N} ≠ 0 É −N ¡ 0, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ ÐÏÒÑÄËÁ N Œ ÔÏÞËÅ a.

úÁÄÁÞÁ 8.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂ ⊂ R^2 Œ R^2, ÞÔÏ:

1) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ f ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÌÉÛØ ÎÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ ÔÏÞÅË;

2) ŒÏ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ É ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ËÒÉŒÙÍÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ.

ôÏÇÄÁ f | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÍ R^2 Ó C ). õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ëÏÛÉ É ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÏÂ ÕÓÔÒÁÎÉ- ÍÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S Œ R^3 ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂ S ÎÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÅ Œ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ df ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÌÉÛØ Œ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÔÏÞÅË É Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ df ÓÏÈÒÁ- ÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ É ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ËÒÉŒÙÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 8.3. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎ- ÔÁÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÕÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ.

1) óÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ß_1 ÉÚ ĂÓÅŒÅÒÎÏÇÏ ÐÏÌÀÓÁĄ ÓÆÅÒÙ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÓÆÅÒÙ Œ ĂÀÖÎÏÍ ÐÏÌÀÓÅĄ ÓÆÅ- ÒÙ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. åÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔØ U ⊂ S^2 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÅÒÈÎÅÊ ÔÏÞËÉ ÓÆÅÒÙ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U → C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏ- ÇÏ f(ß^{−1}_1 (z)) Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ß_1(U ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ.

2) óÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ß_2 ÉÚ ĂÀÖÎÏÇÏ ÐÏÌÀÓÁĄ ÓÆÅÒÙ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÓÆÅÒÙ Œ ĂÓÅŒÅÒÎÏÍ ÐÏÌÀÓÅĄ ÓÆÅÒÙ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, Ô. Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ß_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ (ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÍ ŒÅÒÈÎÀÀ É ÎÉÖ- ÎÀÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÎÁ

ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ É ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÍ ÏÂÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ). åÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔØ U ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉÖÎÅÊ ÔÏÞËÉ ÓÆÅÒÙ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U → C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(ß^{−1}_2 (u)) ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ u Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ß_2(U ) ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ.

3) ĂëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙĄ z(a) = ß_1(a) É u(a) = ß_2(a) ÔÏÞËÉ a ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ u = 1=z, z = 1=u.

ôÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÓÆÅÒÕ òÉÍÁÎÁ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÄÏÐÏÌÎÅÎÎÕÀ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÊ ∞. ïËÏÌÏ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÅÓÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ u = 1=z, ÐÒÉÞÅÍ u(∞) = 0.

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ z ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ u, ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (u) = f(1=z), ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ ÐÏÒÑÄËÁ N Œ ÎÕÌÅ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ ÐÏÒÑÄËÁ N Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ f ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÎÁ ÓÆÅÒÅ òÉÍÁÎÁ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÅÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ Œ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÀÓÁÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 8.4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 1) ÆÕÎËÃÉÑ f, ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÎÁ ÓÆÅÒÅ òÉÍÁÎÁ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ Œ ŒÉÄÅ

f(z) = P (z) + ∑ 1⩽i⩽k ∑ 1⩽j⩽m(i)

c^i_j (z − a_i)^j ; ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÎÁ ÓÆÅÒÅ òÉÍÁÎÁ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ.

2) ŒÓÑËÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÄÒÏÂÉ;

úÁÄÁÞÁ 8.5. 1) œÓÑËÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ ÓÆÅÒÙ òÉÍÁÎÁ Œ ÓÅÂÑ | ÜÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ z → az + b cz + d , ÇÄÅ ad − bc ≠ 0.

2) œÓÑËÏÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ c ≠ 0, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ z = A z − z_0 + B.

3) œÓÑËÏÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÞÅÔÙÒÅÈ ÉÎŒÅÒÓÉÊ.

4) äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÌÉÂÏ ÄŒÅ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞËÉ, ÌÉÂÏ ÏÄÎÕ (ËÒÁÔÎÕÀ) ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÌÉÂÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ.

5) äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË a; b; c É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÈ ÔÏÞÅË A; B; C ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ z → F (z) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ F (a) = A, F (b) = B É F (c) = C.

6) œÓÑËÁÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÎŒÅÒÓÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉ- ÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ.

úÁÄÁÞÁ 8.6. 1) óÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ íčÂÉÕ- ÓÁ | ÜÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ.

2) íÅÎÑÀÝÅÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ íčÂÉÕÓÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ F (z) = az + b cz + d

, ÇÄÅ ad − bc ≠ 0.

3) ìÀÂÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ íčÂÉÕÓÁ | ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÎŒÅÒÓÉÊ. úÁÄÁÞÁ 8.7. œÓÑËÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÆÅÒÙ Œ R^3 Œ ÓÅÂÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ËÒÉŒÙÍÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ íčÂÉÕÓÁ. ïÎÏ ŒÓÅÇÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÉÎŒÅÒÓÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÅ.

9. œÙÞÅÔÙ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕ f(z) dz, ÇÄÅ f(z) | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ a.

úÁÄÁÞÁ 9.1. éÎÔÅÇÒÁÌ ∫ fl f(z) dz ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ fl, ÌÅÖÁÝÅÍÕ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U É ĂÏÂÅÇÁÀÝÅÍÕ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ a Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÐÒÏ- ÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉĄ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÏÎÔÕÒÁ fl.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. 1) þÉÓÌÏ 1 2ßi ∫ fl f(z) dz, ÇÄÅ fl | ËÏÎÔÕÒ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 9.1, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÞÅÔÏÍ ÆÏÒÍÙ ! = f(z) dz Œ ÔÏÞËÅ a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Res_a !; 2) ÅÓÌÉ a = ∞, ÔÏ ŒÙÞÅÔ ÆÏÒÍÙ f(z) dz ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁŒÅÎ ŒÙÞÅÔÕ ÆÏÒÍÙ f(1=z) d(1=z) Œ ÔÏÞËÅ 0.

úÁÄÁÞÁ 9.2. 1) ðÕÓÔØ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ≠ ∞ ÆÕÎËÃÉÑ f(z) ÐÒÅÄ- ÓÔŒÉÍÁ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÒÑÄÏÍ f(z) = ∑ −∞¡k¡∞ C_k(z − a)^k. œÙÞÉÓÌÉÔØ Res_a !, ÇÄÅ ! = f(z) dz.

2) ðÕÓÔØ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ z ÒÑÄ ∑ −∞¡k¡∞ C_kz^k ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

îÁÊÔÉ Res_∞ !, ÇÄÅ ! = f(z) dz.

úÁÄÁÞÁ 9.3 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÕÍÍÅ ŒÙÞÅÔÏŒ). ðÕÓÔØ U | ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ ÓÆÅÒÅ òÉÍÁÎÁ Ó ËÕÓÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ fl = @U . ðÕÓÔØ f(z) | ÆÕÎËÃÉÑ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ŒÐÌÏÔØ ÄÏ ÇÒÁÎÉÃÙ ÏÂÌÁÓÔÉ U ŒÓÀÄÕ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË. ôÏÇÄÁ ∫ fl f(z) dz = 2ßi ∑ a∈U Res_a f(z) dz:

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ U | ÓÆÅÒÁ òÉÍÁÎÁ, ÔÏ ∑ Res_a f(z) dz = 0:

úÁÄÁÞÁ 9.4. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(z) ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, Ô. Å. ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ Œ ŒÉÄÅ f(z) = ∑ m⩽k¡∞ C_k(z − a)^k, É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ C_m ÎÅ 22

ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ôÏÇÄÁ ŒÙÞÅÔ ÆÏÒÍÙ ! = df f Œ ÔÏÞËÅ a ÒÁŒÅÎ m, Ô. Å. ÜÔÏÔ ŒÙÞÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ Œ ÐÏÌÀÓÅ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ Œ ÎÕÌÅ É ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁŒÅÎ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÐÏÌÀÓÁ ÉÌÉ ÎÕÌÑ.

úÁÄÁÞÁ 9.5 (ÐÒÉÎÃÉÐ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ). 1) ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U , P | ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÀÓÏŒ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÐÏÓÞÉÔÁÎÎÙÈ Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ, N | ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÐÏÓÞÉ- ÔÁÎÎÙÈ Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ 1 2ßi ∫ @U df f = P − N:

2) þÉÓÌÏ 1 2ßi ∫ @U df f ÒÁŒÎÏ ÐÒÉÒÏÓÔÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÒÉ ÐÏÌ- ÎÏÍ ÏÂÈÏÄÅ ÇÒÁÎÉÃÙ ÏÂÌÁÓÔÉ U .

úÁÄÁÞÁ 9.6. äÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ (ÐÏ- ÓÞÉÔÁÎÎÙÈ Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ) ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÅÅ ÐÏÌÀÓÏŒ (ÐÏÓÞÉÔÁÎÎÙÈ Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÒÁŒÎÏ n.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÉ 9.4 É 9.5.

10. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ É ôæëð

úÁÄÁÞÁ 10.1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ R^n ŒÅÒÈÎÅÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n_+, ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ x_n ¿ 0, ÇÄÅ x_n | ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÔÏÞËÉ x = (x_1; : : : ; x_n). úÁÄÁÄÉÍ ÒÉÍÁÎÏŒÕ ÍÅÔÒÉËÕ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ R^n_+

(ds)^2 =

(dx_1)^2 + : : : + (dxn)^2 x^2_n : äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎŒÅÒÓÉÊ, ÃÅÎ- ÔÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ Œ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ x_n = 0, Á ÒÁÄÉÕÓÙ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. Ð. 4 ÚÁÄÁÞÉ 7.1.

úÁÄÁÞÁ 10.2. ðÕÓÔØ Õ ÔÏÞÅË x_1 É x_2 Œ R^n_+ ŒÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ËÒÏÍÅ ÐÏ- ÓÌÅÄÎÅÊ, ÒÁŒÎÙ. ôÏÇÄÁ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ËÒÉŒÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ x_1 É x_2, ÓÁÍÁÑ ËÏÒÏÔËÁÑ ËÒÉŒÁÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÍÅÔÒÉËÉ ðÕÁÎËÁÒÅ | ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË.

õËÁÚÁÎÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÆÁËÔ ŒÅÒÅÎ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ

(ds)^2 = f(x_n)((dx_1)^2 + : : : + (dx_n)^2);

ÇÄÅ f | ÌÀÂÁÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÌÉÛØ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÏÊ x_n.

úÁÄÁÞÁ 10.3. ðÕÓÔØ x_1 É x_2 | ÄŒÅ ÔÏÞËÉ Œ R^n_+. ôÏÇÄÁ ÓÁÍÁÑ ËÏÒÏÔ- ËÁÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÍÅÔÒÉËÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ËÒÉŒÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ x_1 É x_2, | ÄÕÇÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ x_n = 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÉ 10.2 É 10.1.

ðÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n_+ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ ðÕÁÎËÁÒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ ðÕÁÎËÁÒÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ L^n.

úÁÄÁÞÁ 10.4 (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ûŒÁÒÃÁ). ðÕÓÔØ B_1 | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÅÄÉÎÉÞ- ÎÙÊ ËÒÕÇ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (Ô. Å. B_1 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ |z| ¡ 1), É ÐÕÓÔØ f : B_1 → B_1 | ÔÁËÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ f(0) = 0. ôÏÇÄÁ

1) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |f(z)| ⩽ |z|; 2) ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ z_0 ∈ B_1, z_0 ≠ 0, ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |f(z_0)| = |z_0|, ÔÏ f(z) ≡ c · z, ÇÄÅ c | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, |c| = 1.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ |z| ⩽ (1 − ”) ŒÏÓÐÏÌØÚÏ-

ŒÁÔØÓÑ ÐÒÉÎÃÉÐÏÍ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ’(z) = f(z) z . úÁÄÁÞÁ 10.5. ðÅÒÅŒÅÄÅÍ ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÒÕÇ B_1 Œ ŒÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ R^2_+ ÌÀÂÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ íčÂÉÕÓÁ (Ô. Å. ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÉÎŒÅÒÓÉÊ) É ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÍ Œ B_1 ÒÉÍÁÎÏŒÕ ÍÅÔÒÉËÕ ÉÚ ÍÅÔÒÉËÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ R^2_+. ôÏ- ÇÄÁ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ íčÂÉÕÓÁ (ÐÏÞÅÍÕ?) É ÔÏÖÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ ðÕÁÎËÁÒÅ. ïÔËÒÙÔÙÊ ËÒÕÇ B_1 ŒÍÅÓÔÅ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ ðÕÁÎËÁÒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ ðÕÁÎËÁÒÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ. þÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÜÔÁ ÒÉÍÁÎÏ- ŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ? ëÁË ŒÙÇÌÑÄÉÔ ËÒÁÔÞÁÊÛÁÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÜÔÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÌÉÎÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ Œ B_1?

úÁÄÁÞÁ 10.6. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ a ÌÅÖÉÔ Œ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ B_1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ h, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ h(z) = z − a az − 1

. ðÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ

1) h ÚÁÄÁÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B_1 Œ ÓÅÂÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ËÒÕÇÅ É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ a Œ ÔÏÞËÕ ÎÕÌØ;

2) ŒÓÑËÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÜÔÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÉÍÅ- ÅÔ ŒÉÄ g = ch, ÇÄÅ c | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁŒÎÏÅ ÅÄÉÎÉÃÅ (ÆÕÎËÃÉÑ h ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÜÔÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ- ÍÉ, ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÑÍÕÀ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ ÔÏÞËÉ ÎÕÌØ É a, Œ ÓÅÂÑ).

úÁÄÁÞÁ 10.7. ðÕÓÔØ f : B_1 → B_1 | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔ- ËÒÙÔÏÇÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ Œ ÓÅÂÑ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÔÏÞËÕ ÎÕÌØ ÎÁ ÍÅÓÔÅ). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË z_1; z_2 ∈ B_1 ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ æ(f(z_1 ); f(z_2)) ⩽ æ(z_1; z_2);

ÇÄÅ æ | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ Œ ÍÅÔÒÉËÅ ðÕÁÎËÁÒÅ. åÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË z^0_1 ; z^0_2 ∈ B, ÇÄÅ z^0_1 ≠ z^0_2 , ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ æ(f(z^0_1 ); f(z^0_2 )) = = æ(z^0_1 ; z^0_2 ), ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË z_1; z_2 ∈ B æ(f(z_1 ); f(z_2)) = æ(z_1; z_2).

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F = h_2 ∘ f ∘ h_1, ÇÄÅ h_1 É h_2 | ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 10.6, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏÞËÕ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÕ z_1 É ÔÏÞËÕ f(z_1) Œ ÔÏÞËÕ ÎÕÌØ. äÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F ŒÏÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÔØÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ûŒÁÒÃÁ.

úÁÄÁÞÁ 10.8. 1) ðÕÓÔØ f : B_1 → B_1 | ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÁÎÁÌÉ- ÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ðÕ- ÁÎËÁÒÅ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ íčÂÉÕÓÁ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÍ ÏÒÉÅÎ- ÔÁÃÉÀ.

2) œÓÑËÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏ- ÇÏ Œ ÓÅÂÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ËÒÉŒÙÍÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÉÖÅÎÉÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 10.7.

úÁÄÁÞÁ 10.9. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË z_1 É z_2 Œ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ B_1 = {z ∈ C : |z| ¡ 1} É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ËÏÒÎÅÊ b_1 = √ z_1 É b_2 = √ z_2 ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ æ(z_1; z_2) ¡ æ(b_1; b_2), ÇÄÅ æ | ÒÁÓÓÔÏÑ- ÎÉÅ Œ ÍÅÔÒÉËÅ ðÕÁÎËÁÒÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 10.7.

úÁÄÁÞÁ 10.10. ðÕÓÔØ f : D → B_1 | ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (Ô. Å. ÅÓ- ÌÉ f(z_1) = f(z_2), ÔÏ z_1 = z_2) ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D Œ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ B_1. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ a ∈ B_1 ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÒÁÚÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f. ðÕÓÔØ ’ : B_1 → B_1 ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÒÕÇÁ B_1 Œ ÓÅÂÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÔÏÞËÕ a Œ ÔÏÞËÕ 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ g ÏÄÎÕ ÉÚ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ŒÅÔŒÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ g = √ ’(f) ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ D (ÐÏÞÅ- ÍÕ ÔÁËÁÑ ŒÅÔŒØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ?). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË a; b ∈ D ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

æ(g(a); g(b)) ¿ æ(f(a); f(b))

(ÚÄÅÓØ æ | ÍÅÔÒÉËÁ ðÕÁÎËÁÒÅ), ÐÒÉÞÅÍ ÆÕÎËÃÉÑ g : D → B_1 ÏÄÎÏÌÉÓÔ- ÎÁ Œ D.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 10.9.

úÁÄÁÞÁ 10.11. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÄŒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ a; b Œ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D. ðÕÓÔØ f : D → B_1 | ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ æ(f(a); f(b)) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÓÁÍÏÅ ÂÏÌØÛÏÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ f | ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 10.10.

ôÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÄÎÏ- ÓŒÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ.

äÌÑ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ ÎÁÍ ÎÕÖÅÎ ËÒÉÔÅ- ÒÉÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

11. ëÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ

íÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ. œ ÚÁÄÁÞÁÈ 11.1{11.3 ÍÙ ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ áÒÃÅÌ«Á. íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌ- ÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÍ ËÁÖÄÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔ- ÓÑ. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÌÀ- ÂÏÇÏ ÅÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ X Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 Œ ÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞ- ÎÁÑ ”-ÓÅÔØ, Ô. Å. ÔÁËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ a ∈ A, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏ ÔÏÞËÉ X ÍÅÎØÛÅ ÉÌÉ ÒÁŒÎÏ ”.

úÁÄÁÞÁ 11.1. íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÏÍ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÏÌÎÏ É ŒÐÏÌÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 11.2. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 11.3 (ÔÅÏÒÅÍÁ áÒÃÅÌ«Á). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C(X; R^n) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ X Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n. üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄÅÌÅÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ. ðÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ C(X; R^n) ÉÍÅÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ Œ C(X; R^n), ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ

1) ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ A ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎ- ÔÁ C ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ∈ A, ÔÏ ‖f‖ ¡ C (‖f‖ | ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ŒÅËÔÏÒÁ f(x), x ∈ X);

2) ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ A ÒÁŒÎÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ, Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ffi ¿ 0, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ æ(x_1; x_2) ¡ ffi É f ∈ A, ÔÏ æ(f(x_1); f(x_2)) ¡ ”.

ëÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÕÓÔØ D | ÌÀÂÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ É K | ËÏÍÐÁËÔ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ Œ D.

úÁÄÁÞÁ 11.4. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ K ⊂ D ÒÁŒ- ÎÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÍÅÎØÛÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 5.10).

úÁÄÁÞÁ 11.5 (ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ- ÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ). åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÏÂÌÁ- ÓÔÉ D ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, ÔÏ ÉÚ ŒÓÑËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË- ÃÉÊ ÉÚ A ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏ- ÒÏÊ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ËÏÍÐÁËÔ K ⊂ D ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ËÏÍ- ÐÁËÔÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ 11.4 ÄÌÑ ÔÁËÏÊ ÓÞÅÔÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÍÐÁËÔÏŒ K_1 ⊆ K_2 ⊆ : : : ; ÞÔÏ ⋃ K_i = D, É ĂÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÃÅÓÓÏÍ ëÁÎÔÏÒÁĄ.

úÁÄÁÞÁ 11.6. ðÕÓÔØ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ f_1; : : : ; f_n; : : : ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D É ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÁ Œ ÎÅÊ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÆÕÎË- ÃÉÊ f_1; : : :; f_n; : : : ; ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K ⊂ D ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ f_i ÎÁ K ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÀ f ÎÁ K. ôÏÇÄÁ f ÌÉÂÏ ÐÏÓÔÏ- ÑÎÎÁ, ÌÉÂÏ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÁ Œ D.

úÁÄÁÞÁ 11.7 (ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ). ðÕÓÔØ D | ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ- ÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : D → B_1 ÏÂÌÁÓÔÉ D Œ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÚÁÄÁÞÁÍÉ 10.11, 11.5 É 11.6.

12. ðÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔØ ÄÏ ÇÒÁÎÉÃÙ

úÁÄÁÞÁ 12.1. ðÕÓÔØ X ⊂ R^n | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É f : X → → R^m | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÐÒÏ- ÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ X ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ f ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 12.2. ðÕÓÔØ X ⊂ R^n É Y ⊂ R^m | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, É f : X → Y | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ f ÐÒÏÄÏÌÖÁ- ÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÊ X É Y , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ f : X → Y É f^{−1} : Y → X ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 12.3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ ÎÁ ÓŒÑÚÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÓÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 12.4. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ R^n ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÑÚÎÏ Œ ÓŒÏ- ÅÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ X, ÅÓÌÉ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ R^n ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ U ∩ X ÎÅÐÕÓÔÏ É ÓŒÑÚÎÏ. ðÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÑÚÎÏ Œ X, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÓÆÅÒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X.

úÁÄÁÞÁ 12.5. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, a_i ∈ X, lima_i = a ∈ X É lim f(a_i) = b ∈ Y . åÓÌÉ Y ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÑÚÎÏ Œ Y , ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ffi ¿ 0, ÞÔÏ ÎÁ ŒÓÑËÏÊ ÓÆÅÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ ffi_0, 0 ¡ ffi_0 ¡ ffi, Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ c ∈ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ f(c) ÄÏ b ÍÅÎØÛÅ ”.

úÁÄÁÞÁ 12.6. ðÕÓÔØ X É Y | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, É f : X → Y | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ

1) X É Y ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÑÚÎÙ Œ ÓŒÏÉÈ ÚÁÍÙËÁÎÉÑÈ;

2) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ X ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ R_0(a) ¿ 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ R ¡ R_0(a) ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S_R ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó ÃÅÎÔÒÏÍ a É ÏÂÌÁÓÔÉ X ÓŒÑÚÎÏ;

3) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ Y ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ R_0(b) ¿ 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ R ¡ R_0(b) ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó ÃÅÎ- ÔÒÏÍ b É ÏÂÌÁÓÔÉ Y ÓŒÑÚÎÏ.

ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÎÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ a ∈ X É ÞÉÓÌÏ fi ¿ 0 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ËÒÉŒÁÑ f(fl_R), ÇÄÅ fl_R = S_R ∩ X, 0 ¡ R ¡ R_0, ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÂÏÌØÛÅ fi.

ðÒÉÎÃÉÐ ÄÌÉÎÙ É ÐÌÏÝÁÄÉ. ðÕÓÔØ G ⊂ C^1 | ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, É f : G → C^1 | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÁÑ Œ ÏÂÌÁ- ÓÔÉ G. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ æ; `. œŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:

fl(æ) | ËÒÉŒÁÑ |z| = æ, z ∈ G, l(æ) | ÄÌÉÎÁ ËÒÉŒÏÊ fl(æ), L(æ) | ÄÌÉÎÁ ÏÂÒÁÚÁ f(fl(æ)) ËÒÉŒÏÊ fl(æ) ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f, S(f(G)) | ÐÌÏÝÁÄØ ÏÂÌÁÓÔÉ f(G). úÁÄÁÞÁ 12.7. ïÂSSÑÓÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ: 1) L(æ) = ∫ |z|=æ; z∈G |f

′(z)| ds, ÇÄÅ ds = æ d`.

2) S(f(G)) = ∫ ∞ 0 ∫ |z|=æ; z∈G |f

′(z)|^2æ d` dæ.

úÁÄÁÞÁ 12.8. äÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∫ |z|=æ; z∈G

|f^′(z)|^2æ d` ⩾

L(æ)^2 l(æ) : éÓÐÏÌØÚÕÑ ÚÁÄÁÞÕ 12.7, ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

S(f(G)) ⩾ ∫_∞ 0 L(æ)^2 l(æ) dæ

(ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÎÃÉÐÏÍ ÄÌÉÎÙ É ÐÌÏÝÁÄÉ).

úÁÄÁÞÁ 12.9. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉÎÃÉÐ ÄÌÉÎÙ É ÐÌÏÝÁÄÉ, ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏ- ÓÔÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÚÁÄÁÞÉ 12.6, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ.

∫ R_0 0 fi^2 dæ 2ßæ = ∞:

úÁÄÁÞÁ 12.10. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎ- ÆÏÒÍÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÚÁÄÁÞÉ 12.6, ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÉÈ ÇÒÁÎÉÃ.

ëŒÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. äÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ f ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ ÄÒÕÇÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÙÍ Ó ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÏÍ ËŒÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÏÓÔÉ k, ÅÓÌÉ ÑËÏÂÉÁÎ df ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ: max ‖x‖=1 ‖df(x)‖ ⩽ k min_{‖x‖=1} ‖df(x)‖:

âÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ŒŒÅÄÅÎÎÙÅ ÐÅÒÅÄ ÚÁÄÁÞÅÊ 12.7, ÄÌÑ ËŒÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f.

úÁÄÁÞÁ 12.11. ðÕÓÔØ f | ËŒÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ó ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÏÍ ËŒÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÏÓÔÉ k. œŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: c(z) = min_{‖x‖=1} ‖df(x)‖; C(z) = max_{‖x‖=1} ‖df(x)‖;

C(z) ⩽ kc(z). ïÂSSÑÓÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

1) L(æ) ⩾ ∫ ‖z‖=æ;z∈G c(z) ds, ÇÄÅ ds = æ d`;

2) S(f(G)) = ∫ ∞ 0 ∫ ‖z‖=æ;z∈G c(z)C(z)æ d` dæ;

3) S(f(G)) ⩾ k ∫ ∞ 0 L^2(æ) l(æ) dæ.

úÁÄÁÞÁ 12.12. äÏËÁÚÁÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔØ ËŒÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÏÇÏ ÄÉÆ- ÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÄÏ ÇÒÁÎÉÃÙ ÏÂÌÁÓÔÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÉ 12.9 É 12.11.

ïÛÉÂËÁ Œ ÕÞÅÂÎÉËÅ åŒÇÒÁÆÏŒÁ.^1 óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U → V ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ: ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓŒÑÚÎÏÊ ÄÕÇÉ ` ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ @U ÏÂÌÁÓÔÉ U ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ lim_{z→x} f(z) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ `, ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÅ ÜÔÉ ÐÒÅÄÅ- ÌÙ ÒÁŒÎÙ.

œ ÕÞÅÂÎÉËÅ í. á. åŒÇÒÁÆÏŒÁ ĂáÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉĄ (í.: îÁÕËÁ, 1968) ÄÏËÁÚÁÎÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔØ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f É f^{−1} ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 12.13. 1) ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f : U → V ÔÁËÏ- ÇÏ, ÞÔÏ f É f^{−1} ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÒÁÎÉÃÙ ÏÂÌÁÓÔÉ.

2) õËÁÚÁÔØ ËÏÎËÒÅÔÎÕÀ ÏÛÉÂËÕ ÎÁ Ó. 378 ÜÔÏÇÏ ÕÞÅÂÎÉËÁ.

13. òÉÍÁÎÏŒÙ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ

òÏÓÔÏË f_a ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÔÏÞËÅ a ÓÆÅÒÙ òÉÍÁÎÁ ~C | ÜÔÏ

ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ f_a =^∞ ∑ k=1 c_k(z − a_k)^k Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a, ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ

Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ËÒÕÇÅ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a (ÅÓÌÉ a = ∞, ÔÏ

f_a =^∞ ∑ k=0 c_ku^k, ÇÄÅ u = 1 z , É ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ |u| ¡ R).

1ëÎÉÇÁ åŒÇÒÁÆÏŒÁ, ÐÏ-ÍÏÅÍÕ, | ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÌÕÞÛÉÈ ÕÞÅÂÎÉËÏŒ ÐÏ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ. ïÛÉÂËÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÊÄÅÔ ÒÅÞØ Œ ÚÁÄÁÞÅ 12.13, | ÄÅÌÏ ÖÉÔÅÊÓËÏÅ; ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, Ñ ÎÁÔËÎÕÌÓÑ ÎÁ ÎÅÅ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌ ËÎÉÇÕ åŒÇÒÁÆÏŒÁ ÐÒÉ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÅ ËÕÒÓÁ ÌÅËÃÉÊ.

ðÕÓÔØ I = [0; 1], fl : I → ~C | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÎÁ ÓÆÅÒÅ òÉÍÁÎÁ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a, Ô. Å. fl(0) = a. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÒÏÓÔ- ËÁ f_a ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ fl ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ t_0 ∈ [0; 1] ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÒÏÓÔÏË f_b Œ ÔÏÞËÅ b = fl(t_0) ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ t ∈ [0; 1] ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ ~C ÔÏÞËÉ fl(t), ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ⊂ [0; 1] ÔÏÞËÉ t É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : U → C Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ V ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÒÏÓ- ÔÏË f_{fl(b)} | ÜÔÏ ÒÏÓÔÏË Œ ÔÏÞËÅ fl(b) ∈ U ÆÕÎËÃÉÉ f.

úÁÄÁÞÁ 13.1. äÌÑ ËÒÉŒÏÊ fl : I → ~C , fl(0) = a, É ÒÏÓÔËÁ f_a ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 13.2. ðÕÓÔØ ÒÏÓÔÏË f_a ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ fl : I → ~C , fl(0) = a, fl(1) = b, É f_b | ÒÏÓÔÏË, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÔÏÞÅË 0 = t_0 ¡ t_1 ¡ : : : ¡ t_n = 1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÑÄ f_{fl(ti)} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ fl(t_{i+1}), ÐÒÉÞÅÍ ÒÑÄ f_{fl(ti)} | ÜÔÏ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ Œ ÔÏÞËÅ fl(t_i) ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉ- ÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 13.3 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ I^2 Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ u; v, 0 ⩽ u ⩽ 1, 0 ⩽ v ⩽ 1, Œ ~C ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ËÒÉŒÁÑ F_v : I → ~C , ÇÄÅ F_v(u) = F (u; v), ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ a É ËÏÎÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ b, Ô. Å. F (v; 0) ≡ a É F (v; 1) ≡ b. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÒÉŒÏÊ F_v ÒÏÓÔÏË f_a ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ŒÄÏÌØ ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ. ôÏÇÄÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÄÏ ÔÏÞËÉ u = 1 ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÒÉŒÏÊ F_v, ÇÄÅ 0 ⩽ v ⩽ 1.

õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÎÅÍÎÏÇÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ËÒÉŒÕÀ Œ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀ- ÂÏÊ ÉÚ ÅÅ ÔÏÞÅË, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÎÅ ÉÚÍÅ- ÎÉÔÓÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. äŒÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÏÓÔËÁ f_a É g_b, ÚÁÄÁÎÎÙÅ Œ ÔÏÞ- ËÁÈ a É b ÓÆÅÒÙ òÉÍÁÎÁ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÔÁËÁÑ ËÒÉŒÁÑ fl : I → ~C , fl(0) = a, fl(1) = b, ÞÔÏ ÒÏÓÔÏË g_b | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÒÏÓÔËÁ f_a ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ fl.

úÁÄÁÞÁ 13.4. ïÐÉÓÁÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, Ô. Å.

1) f_a ∼ f_a;

2) ÅÓÌÉ f_a ∼ g_b, ÔÏ g_b ∼ f_a;

3) ÅÓÌÉ f_a ∼ g_b É g_b ∼ ’_c, ÔÏ f_a ∼ ’_c.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÒÏÓÔ- ËÁ f_a | ÜÔÏ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÒÏÓÔËÏŒ g_b, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÒÏÓÔËÕ f_a.

îÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ R ÒÑÄÁ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÄŒÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ:

1) ÐÒÏÅËÃÉÑ ß : R → ~C , ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÏÓÔËÕ ÔÏÞËÕ, Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÏÔ ÒÏÓÔÏË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ;

2) ÆÕÎËÃÉÑ f : R → C , ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÏÓÔËÕ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ, Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ.

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ R ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÔÏÎËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, Œ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÑ ß : R → ~C ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 13.5. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ß : R → ~C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÇÏÍÅÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ, Ô. Å. Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U , ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ß ÎÁ U | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ÓŒÏÊ ÏÂÒÁÚ.

úÁÄÁÞÁ 13.6. ëÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ a ∈ ~C ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ß : R → ~C .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ g : R → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂ R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÑ ß : U → ~C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÆÕÎËÃÉÑ ’ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ V = ß(U ), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏÍ ’ = g ∘ ß^{−1}, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ R. áÌÇÅÂÒÏÉÄÎÙÅ ÒÏÓÔËÉ. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÏÓÔÏË f_p ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ Œ ÓŒÑÚÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ a, p ∈ U \ a, ÁÌÇÅÂÒÏÉÄÅÎ, ÅÓÌÉ 1) ÒÏÓÔÏË f_p ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ŒÄÏÌØ ÌÀÂÏÊ ËÒÉŒÏÊ fl : I → U \ a, fl(0) = p;

2) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ k ÒÏÓÔËÏŒ g_p Œ ÔÏÞËÅ p, ÐÏÌÕ- ÞÁÀÝÉÈÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÒÏÓÔËÁ f_p ŒÄÏÌØ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ fl : I → U \ a, fl(0) = p, fl(1) = p;

3) ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎ- ÔÁ C, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÒÏÓÔËÁ g_q, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÉÚ f_p ÐÒÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ŒÄÏÌØ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÒÉŒÏÊ fl : I → U \ a, fl(0) = p, fl(1) = q, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ

|g_q(q)| ⩽ C|q − a|^{−N} ; ÅÓÌÉ a ≠ ∞,

|g_q(q)| ⩽ C|q|^N ; ÅÓÌÉ a = ∞.

úÁÄÁÞÁ 13.7. òÏÓÔÏË f_p ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ z ÁÌÇÅÂÒÏÉÄÅÎ Œ U \ a ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ f_p = g_p(u), ÇÄÅ g | ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÏÊ u Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ 0 É z − a = u^k ÐÒÉ a ≠ ∞ ÉÌÉ 1=z = u^k ÐÒÉ a = ∞ (ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ u ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÜÔÉÍÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ k-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1). ôÁË ËÁË ÍÅÒÏ- ÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ g(u) = ∑ m⩾−M c_mu^m,

ÁÌÇÅÂÒÏÉÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÒÑÄ ðÀÉÚč:

f(z) = ∑ m⩾−M c_m(z − a)^{m=k}; ÅÓÌÉ a ≠ ∞, ÉÌÉ

f(z) = ∑ m⩽M c_mz^{m=k}; ÅÓÌÉ a = ∞.

äÏËÁÖÉÔÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ. åÓÌÉ Œ ÒÑÄÁÈ ðÀÉÚč, ÎÁÐÉ- ÓÁÎÎÙÈ ŒÙÛÅ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ c_m ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ~c_m = c_m¸^m, ÇÄÅ ¸ | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ k-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÎÏŒÙÅ ÒÑÄÙ ðÀÉÚč, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ- ÍÉ ÉÓÈÏÄÎÙÍ. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ U \ a, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ ðÀÉÚč?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÌÎÁÑ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÒÏÓÔËÁ f_a (ËÁË ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË) | ÜÔÏ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÒÑÄÏŒ ôÅÊÌÏÒÁ É ÒÑÄÏŒ ðÀÉÚč, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÒÏÓÔ- ËÁ f_a (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÒÑÄÙ ðÀÉÚč ÚÁÄÁÀÔ ÏÄ- ÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ ÐÏÌÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÓÔËÁ f_a). îÁ ÐÏÌÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ R ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÄŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ: ß : R → ~C É f : R → C (ÏÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÌÏÓØ ÄÌÑ ÒÉÍÁÎÏ- ŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÓÔËÁ f_a. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ Œ R ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÔÏÎËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ (Ô. Å. ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ËÌÁÓÓ ÏÔ- ËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ), Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÑ ß ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÒÑÄÕ ðÀÉÚč, | ÜÔÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ u (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 13.7).

óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÒÏÓÔÏË f_a Œ ÔÏÞËÅ a ÓÆÅÒÙ òÉÍÁÎÁ ~C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÏÓÔËÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÉÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÒÏÓÔ- ËÏÍ), ÅÓÌÉ

1) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ ~C , a =∈ A ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÒÏ- ÓÔÏË f_a ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ŒÄÏÌØ ÌÀÂÏÊ ËÒÉŒÏÊ fl : I → ~C \ A, fl(0) = a, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A;

2) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÏÓÔËÏŒ f_{a1} ; : : : ; f_{ak} , ËÏÔÏ- ÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ŒÄÏÌØ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÈ ËÒÉŒÙÈ fl : I → ~C \ A, fl(0) = fl(1) = a;

3) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_b, ÎÁÔÕ- ÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÒÏÓÔÏË g_q, q ∈ U_b, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ ÒÏÓÔËÕ f_a, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ

|g_q(q)| ⩽ C|q − b|^{−N} ; ÅÓÌÉ b ≠ ∞, ÉÌÉ

|g_q(q)| ⩽ C|q|^N ; ÅÓÌÉ b = ∞.

úÁÄÁÞÁ 13.8. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÒÏÓÔÏË f_a ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

f^k_a + R_1(z)f^{k−1}_a + : : : + R_k(z) = 0;

Œ ËÏÔÏÒÏÍ R_i(z) | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ œ_1; : : : ; œ_k ÏÔ ÒÏÓÔ- ËÏŒ f_{a1} ; : : : ; f_{ak} , ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÒÏÓÔËÕ f_a Œ ÔÏÞËÅ a (œ_1 = ∑ f_{ai} , œ_2 = ∑ i¿j f_{ai} f_{aj} É Ô. Ä.). ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ œ_1; : : : ; œ_k ÒÁÃÉÏÎÁÌØ-

ÎÙ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÚÁÄÁÞÕ 8.4.

úÁÄÁÞÁ 13.9. ðÏÌÎÁÑ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÏÓÔ- ËÁ f_a ËÏÍÐÁËÔÎÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. þÔÏÂÙ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË b_1; : : :; b_n; : : : ÎÁ R ŒÙÂÒÁÔØ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÕÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÓÈÏÄÑÝÕ- ÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÔÏÞÅË ß(b_i) ∈ ~C É ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ a ∈ ~C ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ß : R → ~C (ÅÓÌÉ ÕÞÉÔÙŒÁÔØ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. 1-ÆÏÒÍÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÉ R, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÏËÏÌÏ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÎÁ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ Œ ŒÉÄÅ f(z) dz, ÇÄÅ z | ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÎÁ R É f(z) | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 13.10. ðÕÓÔØ U | ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ R Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ-

ÃÅÊ @U É ! | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U . ôÏÇÄÁ ∫ @U ! = 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÁ ! ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ Œ ÍÁÌÏÊ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ R É @U | ÇÒÁÎÉÃÁ

ÍÁÌÏÊ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÔÏÞËÕ a. þÉÓÌÏ 1 2ßi ∫ @U !

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÞÅÔÏÍ ÆÏÒÍÙ ! Œ ÔÏÞËÅ a.

úÁÄÁÞÁ 13.11. œÙÞÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, Ô. Å. ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a.

úÁÄÁÞÁ 13.12. ðÕÓÔØ ! | ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (Ô. Å. ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÍÁÑ Œ ŒÉÄÅ f(z) dz, ÇÄÅ f | ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ). ôÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ŒÙÞÅÔÏŒ ÆÏÒÍÙ ! ÐÏ ŒÓÅÍ ÅÅ ÏÓÏÂÙÍ ÔÏÞËÁÍ ÒÁŒÎÁ 0.

úÁÄÁÞÁ 13.13. 1) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : R → C ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÅÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÀÓÏŒ P , ÐÏÓÞÉÔÁÎÎÙÈ Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ, ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ N ÅÅ ÎÕÌÅÊ, ÐÏÓÞÉÔÁÎÎÙÈ Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ, Ô. Å. P = N .

2) ðÕÓÔØ N (a) | ÐÏÓÞÉÔÁÎÎÏÅ Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁŒÎÁ a. ôÏÇÄÁ N (a) = P É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ a.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 9.5.

úÁÄÁÞÁ 13.14. ðÕÓÔØ ß : R → ~C | ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ ÓÆÅÒÕ òÉÍÁÎÁ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË a ∈ ~C , ÓÒÅÄÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ËÒÁÔÎÙÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 13.15. ðÕÓÔØ ÐÏÌÎÁÑ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ß : R → ø ÆÕÎË- ÃÉÉ f ËÏÍÐÁËÔÎÁ. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÉ 3.8 É 3.14.

14. ðÒÉÎÃÉÐ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ òÉÍÁÎÁ{ûŒÁÒÃÁ. ôÅÏÒÅÍÁ ðÉËÁÒÁ

úÁÄÁÞÁ 14.1 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÓÔÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ŒÄÏÌØ ÌÉÎÉÉ). ðÕÓÔØ U | ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, É l ⊂ U | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉŒÁÑ Œ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁ- ÓÔÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔ ÅÅ ÎÁ ÄŒÅ ÏÂÌÁÓÔÉ U_1 É U_2, ÇÒÁÎÉÞÁÝÉÅ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÐÏ ËÒÉŒÏÊ l. ðÕÓÔØ f : U → C | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÏÂÌÁ- ÓÔÉ U , ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÐÏÄÏÂÌÁÓÔÉ U_1 É U_2 ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ Œ ÜÔÉÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ. ôÏÇÄÁ f ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ Œ U .

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÏÂÌÁ- ÓÔÅÊ U_1 É U_2. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÚÁÄÁÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U \ l. õÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ŒÓÀ ÏÂÌÁÓÔØ U É ÓÏ- ŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U .

úÁÄÁÞÁ 14.2 (ÐÒÉÎÃÉÐ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ òÉÍÁÎÁ{ûŒÁÒÃÁ). ðÕÓÔØ U É G | ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ ÇÒÁÎÉÃÁ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÕÇÕ l_1 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S_1, Á ÇÒÁÎÉÃÁ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÕÇÕ l_2 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S_2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ø_1 É ø_2 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÎŒÅÒÓÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏ- ÓÔÅÊ S_1 É S_2. ðÕÓÔØ ÏÂÒÁÚ ø_1(U ) ÏÂÌÁÓÔÉ U ÐÒÉ ÉÎŒÅÒÓÉÉ ø_1 ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁ- ÅÔÓÑ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ U . äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ f : U → G, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄÕÇÕ l_1, ÐÒÉÞÅÍ f(l_1) ⊆ l_2. ôÏÇÄÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U → G ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F : ~U → ~G, ÇÄÅ ~U = U ∪ ø_1(U ) ∪ l_1 É ~G = = G ∪ ø_2(G) ∪ l_2, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ ø_1(U ) ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

F (z) = ø_2 ∘ f ∘ ø_1(z):

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ É ËÏÎÆÏÒÍÎÏÓÔØÀ ÉÎŒÅÒÓÉÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔÉ U É ø_1(U ) ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ Œ ø_1(U ), ÎÏ ÆÕÎËÃÉÑ F ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ ~U ÂÕÄÅÔ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 14.3. ðÕÓÔØ G | ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ | ÄÕÇÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÚÁ- ÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : ˝ → G, ÇÄÅ ˝ | ŒÅÒÈ- ÎÑÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ Im z ¿ 0. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔÉ ÄÏ ÇÒÁÎÉÃÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÓØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÏÐÏÌÎÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÏÊ ∞, ÐÒÉÞÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÕ @G ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A^′_1; : : : ; A^′_n ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ A_1; : : : ; A_n ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ G.

1) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ Œ ÎÉÖ- ÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ ŒÄÏÌØ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ A^′_i; A^′_{i+1} ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ

(ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ∞). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ F : ~U → C , ÇÄÅ ~U | ÜÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝, ÎÉÖÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝ (z ∈ ˝, ÅÓÌÉ Im z ¡ 0) É ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ A^′_i; A^′_{i+1}.

2) þÔÏ ÓÏÂÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÏÂÒÁÚ ÎÉÖÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝ ÐÒÉ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÉ F ?

3) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÏÓÔÏË f_a ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Œ ÔÏÞËÅ a ∈ ˝ ÁÎÁÌÉÔÉ- ÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ŒÄÏÌØ ÌÀÂÏÊ ËÒÉŒÏÊ fl : I → C , fl(0) = a, ÎÅ ÐÒÏÈÏ- ÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A^′_1; : : : ; A^′_n.

úÁÄÁÞÁ 14.4. ðÕÓÔØ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ G | ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ÎÕÌÅŒÙÍÉ ÕÇÌÁÍÉ, ŒÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ É ÉÍÅÀÝÉÊ ŒÅÒÛÉÎÙ A_1; A_2; A_3. óÄÅÌÁŒ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊ- ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ u = az + b cz + d , ÇÄÅ a; b; c; d; ∈ R, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A^′_1 = 0, A^′_2 = 1, A^′_3 = ∞. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÕÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Ø : C \ {0; 1} → C , ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉ- ÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ f : ˝ → G. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ Ø^{−1} ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÁ Œ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ (É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ø ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ ÅÄÉÎÉÃÙ).

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ G^′ | ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÎŒÅÒÓÉÅÊ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ G ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ. ôÏÇÄÁ G^′ ÔÏÖÅ ŒÐÉ- ÓÁÎ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË G^′ ÓÎÏŒÁ ÍÏÖÎÏ ÉÎŒÅÒÓÉÏÎ- ÎÏ ÏÔÒÁÚÉÔØ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË G^{′′}, ÔÏÖÅ ŒÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ðÏŒÔÏÒÑÑ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ, ÍÏÖ- ÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ĂÐÁÒËÅÔĄ, ÚÁÍÏÝÁÀÝÉÊ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ É ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÉÚ G ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÉÎ- ŒÅÒÓÉÑÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 14.5. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ŒÓÅÊ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑ- ËÁÑ ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g : C → C , ÎÅ ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ a, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ g = e^f + a, ÇÄÅ f | ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÕÀ ŒÅÔŒØ ÆÕÎËÃÉÉ ln(g(z) − a) ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. (ðÏÞÅÍÕ ÔÁËÁÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ŒÅÔŒØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ?)

úÁÄÁÞÁ 14.6 (ÔÅÏÒÅÍÁ ðÉËÁÒÁ). œÓÑËÁÑ ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g : C → C , ÎÅ ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÄŒÕÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ a É b, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ Ø | ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 14.4. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ø

( z − a

b − a ) ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ŒÄÏÌØ ÌÀÂÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ a É b, É ŒÓÅ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÅÄÉÎÉÃÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÕÀ ŒÅÔŒØ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ Ø ( g(z) − a

b − a ) . (ðÏÞÅÍÕ ÔÁËÁÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ŒÅÔŒØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ?) œÏÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ìÉÕŒÉÌÌÑ.

äïðïìîåîéå 1 15. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

ïÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ´ Œ R^n | ÜÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ´ = @^2 @x^2_1

+ : : : +

@^2 @x^2_n : úÁÄÁÞÁ 15.1. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ËÌÁÓÓÁ C^2 Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂ R^n ÓÐÒÁ- ŒÅÄÌÉŒÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ´f = div grad F:

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ Mid(R; a). ðÕÓÔØ S_{R;a} É B_{R;a} | ÓÆÅ- ÒÁ É ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ R^n. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÓÆÅÒÕ S_{R;a}, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÏ Mid(R; a)f ËÁË ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ÓÆÅÒÅ S_{R;a}, Ô. Å.

Mid(R; a)f = 1 V (S_{R;a}) ∫ S_{R;a} f˙; ÇÄÅ ˙ | ÆÏÒÍÁ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ÏÂSSÅÍÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S_{R;a}, V (S_{R;a}) | (n − 1)-ÍÅÒÎÙÊ ÏÂSSÅÍ ÓÆÅÒÙ S_{R;a}.

úÁÄÁÞÁ 15.2. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ËÌÁÓÓÁ C^2 Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÅÊ ÛÁÒ B_{R0 ;a} ÒÁÄÉÕÓÁ R_0 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a, ÐÒÉ R ¡ R_0 ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ d dR Mid(R; a)f ≡ 1 V (S_{R;a}) ∫ B_{R;a}

´f dx_1 ∧ : : : ∧ dx_n:

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ a = 0. òÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ Œ R^{−1} ÒÁÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÓÆÅÒÅ S_{R;0} ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÐÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S_{1;0}:

Mid(R; 0)f = 1 V (S_{1;0}) ∫ S_{1;0}

f(Rx)˙:

ðÏÜÔÏÍÕ d dR Mid(R; 0)f = 1 V (S_{1;0}) ∫ S_{1;0} ⟨ñ; grad f(R; x)⟩˙, ÇÄÅ ñ | ÅÄÉÎÉÞ-

ÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØ Ë ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ Œ ÔÏÞËÅ x. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ.

úÁÄÁÞÁ 15.3. ðÕÓÔØ f | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^2 Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U . ôÏÇÄÁ: 1) ÅÓÌÉ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ´f ¿ 0, ÔÏ Mid(R; a)f ⩾ ⩾ f(a);

2) ÅÓÌÉ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ´f ¡ 0, ÔÏ Mid(R; a)f ⩽ ⩽ f(a);

3) ÅÓÌÉ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ´f ≡ 0, ÔÏ Mid(R; a)f = = f(a).

(œ ÚÁÄÁÞÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ U ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÛÁÒ B_{R;a} ÒÁÄÉ- ÕÓÁ R Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a.)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1 (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ). æÕÎËÃÉÑ f ËÌÁÓÓÁ C^2 Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ Œ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ

´f ≡ 0:

úÁÄÁÞÁ 15.4. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ r(x) ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ x ∈ R^3 ÄÏ ÔÏÞËÉ 0. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) = 1 r(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ Œ R^3 \ 0 É ÞÔÏ ÇÒÁÄÉÅÎÔ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ÄÌÉÎÅ ÒÁŒÅÎ 1 r^2(x) É ÎÁÐÒÁŒÌÅÎ ÏÔ ÔÏÞËÉ 0.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁËÏÎÕ ŒÓÅÍÉÒÎÏÇÏ ÔÑÇÏÔÅÎÉÑ ÓÉÌÁ ÇÒÁŒÉÔÁÃÉ- ÏÎÎÏÇÏ ÐÒÉÔÑÖÅÎÉÑ Ë ÍÁÓÓÅ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÏÊ Œ ÔÏÞËÅ 0, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØ- ÎÁ ÇÒÁÄÉÅÎÔÕ ÆÕÎËÃÉÉ 1 r(x) (ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÚÁŒÉ- ÓÉÔ ÏÔ ÍÁÓÓÙ). ðÏ ÚÁÄÁÞÅ 15.4 ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÓÉÌÙ ÐÒÉÔÑÖÅÎÉÑ Ë ÍÁÓÓÉŒ- ÎÏÊ ÔÏÞËÅ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É Ë ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÔÏÞÅË, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ŒÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÓÉÌ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÉÔÑÖÅÎÉÑ. üÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÒÉÞÉÎ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÇÒÁÀÔ ÓÔÏÌØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÍÁÔÅ- ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2 (ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ). îÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ Œ ÏÂÌÁ- ÓÔÉ U , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a É ÛÁÒÁ B_{R;a} ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ B_{R;a} ⊂ U , ŒÙ- ÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Mid(R; a)f = f(a):

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

îÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a É ÛÁÒÁ B_{R;a} ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ B_{R;a} ⊂ U , ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

Mid(R; a)f ⩾ f(a):

úÁÄÁÞÁ 15.5. 1) åÓÌÉ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 2 ÄÏÂÁŒÉÔØ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÇÌÁÄËÏ- ÓÔÉ f, f ∈ C^2, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1 É 2 ÓÔÁÎÕÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ.

2) æÕÎËÃÉÑ f ËÌÁÓÓÁ C^2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ´f ⩾ 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 15.3.

äÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏË- ÓÁ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ (ÔÁË ÖÅ ËÁË É ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ŒÁÒÉÁÎÔ) ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ŒÅËÔÏÒÎÕÀ ÔÒÁËÔÏŒËÕ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÅÅ.

ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ŒÉÄÅ. ðÕÓÔØ U | ËÏÍ- ÐÁËÔÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ @U Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n, ÐÕÓÔØ V = (P_1; : : : ; P_n) | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ P_i ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅ- ÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ Œ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ U É ÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÑ ËÏÔÏÒÏ-

ÇÏ div V =

@P_1 @x_1 + : : : + @Pn @xn ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.

ôÏÇÄÁ ÐÏÔÏË ∫ @U ⟨Ṽ ; −→ dS⟩ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉÃÕ ÏÂÌÁÓÔÉ (ÚÄÅÓØ −→ dS | ŒÅËÔÏÒ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÇÒÁÎÉÃÅ @U ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÙÊ ÎÁÒÕÖÕ É ÒÁŒÎÙÊ ÐÏ ÄÌÉÎÅ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÍÕ ÏÂSSÅÍÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏ- ÇÏ ÍÁÌÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ dS ÇÒÁÎÉÃÙ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ) ÒÁŒÅÎ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÅÅ ÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÉ ∫ U div V dx_1 ∧ : : : ∧ dx_n.

ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ŒÉÄÅ ÎÅ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÏÔ- ÄÅÌØÎÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ ĂïÂ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ óÔÏËÓÁ. . . Ą ÐÒÅÄÉÓÌÏŒÉÑ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3 (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÄÕÈÅ çÕÒÓÁ). æÕÎËÃÉÑ f ËÌÁÓÓÁ C^1 Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÅÓÌÉ

1) ÆÕÎËÃÉÑ f Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÍÅÅÔ ŒÔÏÒÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ grad f : U → R^n Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÍÅÅÔ ÐÅÒŒÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ);

2) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ´f ≡ 0.

úÁÄÁÞÁ 15.6. œÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ, ËÁË Œ ÚÁÄÁÞÅ 15.5, ÎÏ ŒÍÅÓÔÏ ËÌÁÓÓÉ- ÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ ÎÕÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ.

çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÒÁ- ÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3. œ ÚÁÄÁ- ÞÁÈ 15.7, 15.8 ÍÙ ÐÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØ- ÎÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1, 2 É 3 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 15.7. ðÕÓÔØ ’ : R^n → R| ÔÁËÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÞÔÏ 1) ’ ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÔÏÞËÉ ÄÏ ÎÕÌÑ, Ô. Å. ’(x) = g(‖x‖); 2) ’ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÏ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÞ- ËÁÈ;

3) ∫ R^n ’(x) dx

1 ∧ : : : ∧ dx_n ≡ 1.

ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ Mid(R; a)f ≡ f(a), ÔÏ ∫ R^n f(x)’(x − a) dx ≡ f(a). (úÄÅÓØ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁ-

ÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ U ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÛÁÒÙ B_{R;a}, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅ, É ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÆÕÎËÃÉÊ ’(x − a), Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅ.)

úÁÄÁÞÁ 15.8. åÓÌÉ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ Mid(R; a) ≡ ≡ f(a), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÇÌÁÄËÁÑ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 15.7 ÄÌÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x − a).

úÁÄÁÞÁ 15.9. 1) äÌÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒ ÐÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ: ÅÓÌÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ŒÏ ŒÎÕ- ÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ ÓŒÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅ- ÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

2) äÌÑ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÔÁËÖÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒ ÐÒÉÎÃÉÐ ÍÁË- ÓÉÍÕÍÁ: ÅÓÌÉ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ŒÏ ŒÎÕ- ÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ ÓŒÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 15.10. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f_1; : : : ; f_n; : : : Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f. ôÏÇÄÁ

1) ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f_i ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÔÏÖÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅ- ÓËÁÑ Œ U ;

2) ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f_i ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÔÏÖÅ ÓÕÂÇÁÒ- ÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ Œ U .

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅ- ÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

ðÕÓÔØ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ @U ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÚÁÄÁÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ h : @U → R. úÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÎÁÈÏÖÄÅ- ÎÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ Œ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ U É ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ Œ U ÆÕÎËÃÉÉ f ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó h ÎÁ @U .

úÁÄÁÞÁ 15.11. úÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÄÌÑ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÏÂÌÁ- ÓÔÅÊ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÙÈ).

16. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ. (üÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ËÁË ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ, ÔÁË É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË-

ÃÉÊ.) üÔÏÔ ÆÁËÔ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ ÒÏÌØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ- ÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ | ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÚÁŒÉÓÑÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, É ÔÅÏÒÉÑ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ôæëð.

úÁÄÁÞÁ 16.1. œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÑŒÌÑÀÔÓÑ C^2-ÇÌÁÄËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÀ ìÁÐÌÁÓÁ ´f ≡ 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÇÌÁÄËÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 16.2. œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ Œ ÏÂÌÁ- ÓÔÉ U ÆÕÎËÃÉÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ

Mid(R; a)f ≡ f(a):

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ëÏÛÉ. úÁÄÁÞÁ 16.3. åÓÌÉ u | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ Œ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÆÕÎË- ÃÉÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ v (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ), ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f = u + iv ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U .

õËÁÚÁÎÉÅ. éÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ @v @x É @v @y ÆÕÎËÃÉÉ v, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ u. óÉÓÔÅÍÁ @v @x = p, @v @y = q ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ Œ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁ-

ÓÔÉ U , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ @p @y = @q @x . ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Œ ÎÁÛÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ´u ≡ 0.

úÁÄÁÞÁ 16.4. ðÕÓÔØ g | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ V ⊂ C , É ÐÕÓÔØ f : U → V | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ g(f) ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U .

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÉ 16.1{16.3 úÁÄÁÞÁ 16.5. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÁ h(ff) = c_0 +^n ∑ k=0 (a_k sin kff + b_k cos kff) ÚÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ |z| = 1, ff = arg z, ÔÏ Re z^k = cos kff, Im z^k = sin kff. úÁÄÁÞÁ 16.6. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁÚ- ÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ËÒÕÇÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ (ÓÍ. ÚÁÄÁ- ÞÕ 15.10) É ÐÒÉÎÃÉÐÏÍ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.

úÎÁÑ ÁÐÒÉÏÒÉ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ËÒÕÇÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÉÝÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÔÏÞ-

ËÅ a, |a| ¡ 1, ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ ´u ≡ 0, u|_{|z|=1} = h Œ ËÒÕÇÅ |z| ⩽ 1. ðÅÒÅŒÅÄÅÍ ÔÏÞËÕ a Œ ÔÏÞËÕ 0 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ’_a(z) = z − a az − 1

. æÕÎË- ÃÉÑ v(z) = u(’^{−1}_a (z)) ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ Œ ËÒÕÇÅ |z| ¡ 1, É ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÎÕÌÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÓËÏÍÙÍ ÞÉÓÌÏÍ u(a). éÍÅÅÍ

u(a) = v(0) = 1 2ß ∫ |z|=1 h(’^{−1}_a (z)) |dz| = 1 2ß ∫ |¸|=1 h(¸) | | | d d¸ ’^a(¸) | | | |d¸|: úÁÄÁÞÁ 16.7 (ÆÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ). 1) ñŒÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÑÄÒÏ ðÕÁÓÓÏÎÁ | | d d¸ ’_a(¸) | | |d¸|; ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ ¸ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ |¸| = 1 É ÔÏÞËÉ a ŒÎÕÔÒÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ.

2) ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ- ÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ (Ô. Å. ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ) ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x(a); y(a) Œ ÔÏÞËÅ a.

3) éÚ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔÉ ÑÄÒÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ a ŒÙÔÅËÁÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔØ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Œ ËÒÕÇÅ, Á Œ ÌÀÂÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ). ðÏÞÅÍÕ?

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ Œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÛÁÒÅ ÔÁË ÖÅ ÑŒÎÏ ÒÅ- ÛÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÑŒÎÏ ŒÙÐÉÓÙŒÁÅÍÏÇÏ ÑÄÒÁ äÉÒÉÈÌÅ, ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÁÒÍÏÎÉ- ÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ- ÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 16.8. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂ C^2 , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔÉ ÄÏ ÇÒÁÎÉÃÙ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ òÉÍÁÎÁ (ÓÍ. Ð. 12), ÚÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÑŒÎÏ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ òÉÍÁÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ U Œ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÑŒÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÏÞÅÍÕ?

úÁÄÁÞÁ 16.9. îÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ´ =

@^2 @x^2 + + @^2 @y^2

ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ ´ = 4 @ @z @ @z , ÇÄÅ z = x + iy, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ @ @z , @ @z ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Œ Ð. 4.

17. óÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ

úÁÄÁÞÁ 17.1 (ÆÏÒÍÕÌÁ êÅÎÓÅÎÁ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÚÁ- ÍÙËÁÎÉÉ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ 0. äÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ

ÆÏÒÍÕÌÕ: 1 2ßR ∫ |z|=R ln |f| ds = ln |f(0)| + ∑ f(z_i)=0; |z_i|¡R ln R |z_i| ; ÇÄÅ ÎÕÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f ŒÈÏÄÑÔ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÓÕÍÍÕ Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÏŒÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Œ ÔÒÉ ÜÔÁÐÁ:

1) ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ êÅÎÓÅÎÁ ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ f É g, ÔÏ ÏÎÁ ŒÅÒÎÁ É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ fg;

2) ÄÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ êÅÎÓÅÎÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÕÌÅÊ Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍ ËÒÕÇÅ;

3) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ËÒÕÇÁ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÑŒÎÏ ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f (ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÕÀ Œ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ), ÞÔÏ f ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÞËÅ a, Á ÍÏÄÕÌØ f ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÅÎ 1 ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÉ. ðÒÏŒÅÒÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ïÂSSÅÄÉÎÑÑ ŒÓÅ ÔÒÉ ÐÕÎËÔÁ, ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ. îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÅÍÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅ- ÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÒÁÚÒÅÛÉŒ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÅ −∞. îÉÖÅ ÐÏÄ ÓÌÏŒÁÍÉ ĂÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑĄ ÍÙ ÉÍÅÅÍ Œ ŒÉÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ U | ÏÂÌÁÓÔØ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, É A ⊂ U | ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f ÎÁ U \ A, ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ĂÒÁŒÎÁ −∞Ą. ôÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ e^f : U → R, ÄÏÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÁÑ Œ ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÞÉÓÌÏÍ 0, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ. æÕÎËÃÉÑ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ËÒÕÇÁ |z − a| ⩽ R, ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÅÇÏ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 1 2ßR ∫ |z−a|=R f(z) ds ⩾ f(a):

åÓÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ |z − a| = R ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÔÏ ÐÒÅÄÐÏ- ÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÓÔÏÑÝÉÊ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÁË ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ.

úÁÄÁÞÁ 17.2. ïÂÏÂÝÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ êÅÎÓÅÎÁ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔØ |z| = R ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f(z). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË- ÃÉÑ ln |f(z)| ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U , Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ f ÁÎÁ- ÌÉÔÉÞÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 17.3. ïÂÏÂÝÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ êÅÎÓÅÎÁ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 17.4 (ÐÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÄÌÑ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f, ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ Œ ÓŒÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G. ðÒÅÄ-

ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ a ∈ G, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ z ∈ G ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(a) ⩾ f(z). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.

úÁÄÁÞÉ 17.5{17.7 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÍÁËÓÉ- ÍÕÍÁ.

úÁÄÁÞÁ 17.5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÓŒÅÒÈÕ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ u Œ ÏÂÌÁÓÔÉ G. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ` ÇÒÁÎÉÃÕ ÏÂÌÁÓÔÉ G. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ÇÒÁÎÉÃÙ ÐÏÌÏÖÉÍ

—u(a) = lim

z→a; z∈G

u(z):

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ÏÂÌÁÓÔÉ G ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ u(x) ⩽ sup_{a∈�} —u(a).

úÁÄÁÞÁ 17.6. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ G ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É ÅÅ ÄÉÁÍÅÔÒ ÒÁŒÅÎ D. îÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ` ÏÂÌÁÓÔÉ G ÏÔÍÅÔÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ a_1; : : : ; a_k. ðÕÓÔØ ~` = ` \ {a_1; : : : ; a_k}. äÏ- ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ÏÂÌÁÓÔÉ G ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ u(x) ⩽ sup

a∈~�

—u(a).

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÉÎÃÉÐÏÍ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ

u_” = u + ” ∑ ln |x − a_i| D : œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ” ÚÄÅÓØ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

úÁÄÁÞÁ 17.7. ðÅÒÅÎÅÓÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÎÅÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ G, ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏ ÓÆÅÒÙ òÉÍÁÎÁ ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ŒÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞËÕ.

úÁÄÁÞÁ 17.8. åÓÌÉ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÓŒÅÒÈÕ ÓÕÂ- ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 17.6 ÓÔÁÎÅÔ ÎÅŒÅÒÎÙÍ. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÏÓØ É ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ ÜÔÏÊ ÏÓÉ.

úÁÄÁÞÁ 17.9. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÒÕÇ B ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. 1) ïÔÍÅÔÉÍ ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ A_1 É A_2.

ðÒÅÄSSÑŒÉÔØ ÔÁËÕÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ËÒÕÇÁ B ÆÕÎËÃÉÀ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ŒÐÌÏÔØ ÄÏ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÉ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË A É B, ÒÁŒÎÁ 1 ÎÁ ÄÕÇÅ AB É ÒÁŒÎÁ 0 ÎÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÄÕÇÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ- ŒÉÑÍ ÚÁÄÁÞÉ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ. îÁÒÉÓÏŒÁÔØ ËÁÒÔÉÎÕ ÅÅ ÌÉÎÉÊ ÕÒÏŒÎÑ.

õËÁÚÁÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ 1 2ß arg z ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏ- ÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ. îÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÙÈ z É ÅÄÉÎÉÃÅ ÄÌÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ z.

2) ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÂÉÔÁ ÎÁ n ÄÕÇ l_1; : : : ; l_n. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ É ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ Ð. 1).

úÁÄÁÞÁ 17.10. ðÕÓÔØ B | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÒÕÇ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ïÔÍÅÔÉÍ ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÕÇÕ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÔÏÞËÁ- ÍÉ A_1 É A_2. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ A ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÕÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ËÒÕÇÁ B ÆÕÎËÃÉÀ f_A, ÞÔÏ f_A ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ A ÎÁ ÄÕÇÅ A_1A_2 É ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ C (ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ) ÎÁ ÄÏÐÏÌÎÉ- ÔÅÌØÎÏÊ ÄÕÇÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÉ ËÒÕÇÁ B ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ lim A→−∞ f_A(x) = −∞:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ôÏÞËÕ a, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÎÁÚÏŒÅÍ ÐÒÏÓÔÏÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁ- ÌÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÕÇÕ, ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÕÀ Œ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ Ë G.

úÁÄÁÞÁ 17.11 (ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ). ðÕÓÔØ f : G → → C | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ G, É ÐÕÓÔØ a | ÐÒÏÓÔÁÑ ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. åÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ” ¿ 0 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ lim_{z→b} f(z) = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ @G ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ |a − b| ¡ ”, ÔÏ f(z) ≡ 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. îÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ ËÒÕÇÅ B Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÅÔØ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ u_A, ÒÁŒÎÕÀ −A ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÕ- ÇÅ `_1 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ @B, ÌÅÖÁÝÅÊ ŒÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ G, É ÒÁŒÎÕÀ ln |c| ÎÁ ÄÏ- ÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÄÕÇÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ @B. úÄÅÓØ A | ÂÏÌØÛÏÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É c = sup_{z∈G} |f(z)|. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ z ∈ B ∩ G ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÎÅÒÁ-

ŒÅÎÓÔŒÏ u_A(z) ⩾ ln |f(z)|. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 17.9, ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f(z) ≡ 0.

úÁÄÁÞÁ 17.12. ïÂÏÂÝÉÔØ ÇÒÁÎÉÞÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÎÁ ÌÀ- ÂÕÀ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÕÀ) ÇÒÁÎÉÞÎÕÀ ÔÏÞËÕ a, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ G ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ (ÌÏËÁÌØÎÏ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ √ z − a. ðÒÏ- ŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ a ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÄÌÑ ÏÂÒÁÚÁ ÏÂÌÁÓÔÉ G.

äïðïìîåîéå 2 18. æÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ

ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÉÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ ÄÏ- ËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ ËÕÂÏŒ, ÅÅ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Œ R^n (É ÄÌÑ ÏÒÉ-

ÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ) Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ X ⊆ R^n | ËÏÍÐÁËÔ, É U_ff | ÌÀÂÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÜÔÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ. òÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÓÏ- ÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÍ Ó ÐÏËÒÙÔÉÅÍ U_ff, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÌÁÄ- ËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’_i, i = 1; : : : ; N , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÏÍÐÁËÔÁ X, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ

1) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ’_1 + : : : + ’_N ÎÁ X ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÏ ÅÄÉÎÉÃÅ;

2) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’_i ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_{ffi} ÉÚ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ’_i ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ ÄÏÐÏÌ- ÎÅÎÉÉ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ U_{ffi}

úÁÄÁÞÁ 18.1. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ X ⊂ R^n É ŒÓÑËÏÇÏ ÅÇÏ ÐÏËÒÙ- ÔÉÑ U_ff ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÅ Ó ÜÔÉÍ ÐÏËÒÙÔÉÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ- ÃÙ ’_1; : : : ; ’_N , Œ ËÏÔÏÒÏÍ ’_i | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. 1) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ R^n, ÒÁŒÎÁÑ ÅÄÉÎÉÃÅ Œ ËÒÕÇÅ ÒÁÄÉÕÓÁ R_0 É ÒÁŒÎÁÑ ÎÕÌÀ ŒÎÅ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ R_1 Ó ÔÅÍ ÖÅ ÃÅÎÔÒÏÍ, ÇÄÅ R_1 ¿ R_0;

2) ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÕÎËÃÉÀ ÉÚ 1) É ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ X, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ g_1; : : : ; g_N , ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ŒÎÅ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_{ffi} , ÎÏ ÓÕÍÍÁ F =g_1 +: : :+g_N ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÎÕÌÑ ÎÁ X;

3) ÆÕÎËÃÉÉ ’_i = g_i=F ÄÁÀÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. ìÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÏÞËÉ a ∈ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_a ÔÏÞËÉ a ŒÍÅÓÔÅ Ó ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ x : U_a → V ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ V Œ R^n ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ x(a) = 0. ëÏÍÐÏÎÅÎÔÙ x_1; : : : ; x_n ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ x ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Œ ËÁÒÔÅ U_a.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÒÁÎÉÃÁ @U ÏÂÌÁÓÔÉ U Œ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ∈ @U , ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÁÒÔÁ Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x_1; : : : ; x_n ÚÁÍÙ- ËÁÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ x_n ⩾ 0.

úÁÄÁÞÁ 18.2. ðÕÓÔØ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ U Œ R^n ÚÁÄÁÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ f ⩾ 0, ÇÄÅ f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ df ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÏÂÒÁ- ÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ f = 0. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ U ÉÍÅÅÔ ÇÌÁÄËÕÀ ÇÒÁÎÉÃÕ.

ðÕÓÔØ U | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Œ R^n Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ. æÉËÓÉ- ÒÕÅÍ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ U_a ÏËÏÌÏ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÏÂÌÁ- ÓÔÉ U . äÌÑ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË a ∈ @U ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏËÏÌÏ ÔÏÞËÉ a ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅ- ÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÕÂÙ ´^” É ~´^” Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ R^n, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ −” ⩽ x_1 ⩽ ”; : : : ; −” ⩽ x_n ⩽ ” É

−” ⩽ x_1 ⩽ ”; : : : ; −” ⩽ x_{n−1} ⩽ ”; 0 ⩽ x_n ⩽ 2”. ðÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ËÕÂÏÍ ´^”_a ÄÌÑ ÔÏÞËÉ a Œ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÅ U_a Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x : U_a → R^n ÂÕÄÅÍ ÎÁ- ÚÙŒÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ x^{−1}(´^”_a), ÅÓÌÉ a | ŒÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ ÏÂÌÁÓÔÉ U_a, É x^{−1}( ~´^”_a), ÅÓÌÉ a | ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÏÂÌÁÓÔÉ U_a. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁ- ÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ x(U_a) ËÁÒÔÙ U_a ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÕÂ ´^”_a ÉÌÉ ~´^”_a.

úÁÄÁÞÁ 18.3. ðÕÓÔØ U | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Œ R^n, a ∈ U | ÔÏÞ- ËÁ Œ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ É ´^”_a | ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ËÕÂ ÏËÏÌÏ ÔÏÞËÉ a. ðÕÓÔØ ! | (n − 1)-ÆÏÒÍÁ Œ R^n, ÒÁŒÎÁÑ ÎÕÌÀ ŒÎÅ ËÕÂÁ ´^”_a É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ (Ô. Å. ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÆÏÒÍÙ ! ÉÍÅÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ, Á ÆÏÒÍÁ d! ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ). ôÏÇÄÁ ∫ U d! = ∫ @U ! = 0.

úÁÄÁÞÁ 18.4. ðÕÓÔØ U | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Œ R^n, a ∈ @U | ÔÏÞËÁ ÇÒÁÎÉÃÙ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ É ~´^”_a | ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ËÕÂ ÏËÏÌÏ ÔÏÞËÉ a. ðÕÓÔØ ! | (n − 1)-ÆÏÒÍÁ Œ R^n, ÒÁŒÎÁÑ ÎÕÌÀ ŒÎÅ ËÕÂÁ ~´^”_a É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ. ôÏÇÄÁ ∫ @U ! = ∫ U d!.

úÁÄÁÞÁ 18.5. ðÕÓÔØ ! | ÆÏÒÍÁ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÏÂÏÂÝÅÎ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ Œ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ @U , É ÐÕÓÔØ ’_1; : : : ; ’_N | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ ÂÏÌØÛÏÍ ÛÁÒÅ B, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ U Œ ÓŒÏÅÊ ŒÎÕÔÒÅÎ- ÎÏÓÔÉ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÏÒÍÙ !_i = ’_i! ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ ∫ @U !_i = ∫ U d!_i. ôÏÇÄÁ ∫ @U ! = ∫ U d!.

úÁÄÁÞÁ 18.6. äÏËÁÚÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ ÂÏÌØÛÏÍ ÛÁÒÅ B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 18.5. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÅ Ó ÐÏËÒÙÔÉÅÍ ÛÁ- ÒÁ B ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ V_p. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ B ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ V_p ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

1) ÅÓÌÉ p ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ V_p ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ p ∈ V_p, V_p ∩ U = ∅;

2) ÅÓÌÉ p ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÚÁÍÙËÁÎÉÀ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÓÎÁÞÁÌÁ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ËÁÒÔÕ x_1; : : :; x_n ÏËÏÌÏ ÔÏÞËÉ p É ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ËÕÂ ´^”_p ÄÌÑ ÔÏÞ- ËÉ p É ÜÔÏÊ ËÁÒÔÙ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ V_p ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ: 1) p ∈ V_p, 2) V_p ⊂ B, 3) V_p ∩ U ⊂ ´^”_p.

ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÊ ÚÁÄÁÞÉ 18.5 ÄÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÇÏ Ó ÐÏËÒÙÔÉÅÍ V_p, ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 18.3 É 18.4.

ïÇÌÁŒÌÅÎÉÅ

ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 1. ôÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒ . . . . . . . . . . . 7 2. æÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÕÂÅ . . . . 9 3. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÕÂÅ . . . . . . . . 11 4. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ É ÔÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ . . . . . . . . . . . . . . . . 12 5. æÏÒÍÁ dz z É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ëÏÛÉ . . . . . . . . . . . . 14 6. ìÏËÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ . . . . . . . 16 7. éÎŒÅÒÓÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 8. óÆÅÒÁ òÉÍÁÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 9. œÙÞÅÔÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 10. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ É ôæëð . . . . . . . . . . . . . . . . 23 11. ëÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ

É ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 12. ðÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔØ ÄÏ ÇÒÁÎÉÃÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 13. òÉÍÁÎÏŒÙ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ . . . . . . . . 29 14. ðÒÉÎÃÉÐ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ òÉÍÁÎÁ{ûŒÁÒÃÁ. ôÅÏÒÅÍÁ ðÉËÁÒÁ . . . . 34 15. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ . . . . . . . . . . 36 16. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 17. óÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ . . . . 41 18. æÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ . . . . . . . 44

ï îåúáœéóéíïí íïóëïœóëïí õîéœåòóéôåôå

îíõ | ÎÅÇÏÓÕÄÁÒÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÙÓÛÅÅ ÕÞÅÂÎÏÅ ÚÁŒÅÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÉ ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ.

úÁÎÑÔÉÑ Œ îíõ ÐÒÏŒÏÄÑÔÓÑ Œ ŒÅÞÅÒÎÅÅ ŒÒÅÍÑ (ÏÂÙÞÎÏ Ó 17.30). üÔÏ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ÎÁÛÉ ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÓÏŒÍÅÝÁÀÔ ÏÂÕÞÅÎÉÅ Œ îíõ Ó ÚÁÎÑÔÉÑÍÉ Œ ÄÒÕÇÏÍ ŒÕÚÅ (ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ | ÎÏ ÎÅ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ! | ÎÁ ÍÅÈÍÁÔÅ íçõ). îÁÛÉ ÚÁÎÑÔÉÑ ÐÏ ÆÉÚÉËÅ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏÓÅÝÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÖÅÌÁÀÝÉÊ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÔÕÄÅÎÔ ÉÌÉ ÁÓÐÉÒÁÎÔ îíõ).

ïÂÕÞÅÎÉÅ Œ îíõ ÂÅÓÐÌÁÔÎÏÅ. óÔÕÄÅÎÔÁÍ ŒÙÐÌÁÞÉŒÁÅÔÓÑ ÓÔÉÐÅÎÄÉÑ.

îÁÛ ÁÄÒÅÓ:

119002, íÏÓËŒÁ, â. œÌÁÓØÅŒÓËÉÊ ÐÅÒ., Ä. 11. ôÅÌÅÆÏÎ:

(095) 241-4086. æÁËÓ:

(095) 291-6501. E-mail:

ium@mccme.ru

ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. ÎÁ ÓÁÊÔÅ http://ium.mccme.ru/