
SUMMY KONEQNYH MNO�ESTV, ORBITY
KOMMUTATIVNYH POLUGRUPP I FUNKCII GIL^BERTA

A. G. Hovanski$i

1. Vvedenie

Podmno�estva v polugruppe mo�no skladyvat~: summo$i A + B dvuh
podmno�estv A i B v kommutativno$i polugruppe nazyvaets� mno�estvo
toqek z, predstavlennyh v vide z = a + b, gde a ∈ A i b ∈ B. Oboznaqim
qerez N ∗A summu N �kzempl�rov mno�estva A.

V [1] dokazana sledu�wa�

Teorema. Dl� l�byh koneqnyh podmno�estv A i B v kommutativno$i polu-
gruppe G qislo toqek v mno�estve B + N ∗A pri dostatoqno bol~xih na-
tural~nyh N �vl�ets� polinomom po N . Stepen~ �togo polinoma men~xe,
qem qislo toqek v mno�estve A.

�tot polinom �vl�ets� funkcie$i Gil~berta nekotorogo koneqnoporo�-
dennogo graduirovannogo modul� nad kol~com polinomov ot neskol~kih
peremennyh [1], qto i dokazyvaet teoremu .

�to algebraiqeskoe rassu�denie vyzyvaet dva estestvennyh voprosa:
1) Kakoe otnoxenie mo�et imet~ kol~co polinomov ot neskol~kih pere-

mennyh k podsqetu qisla toqek v mno�estve?
2) Nel~z� li izbe�at~ ispol~zovani� teoremy Gil~berta dl� dokaza-

tel~stva privedennogo kombinatornogo fakta?
Nasto�wa� stat~� daet otvet na �ti voprosy. Naqnem so vtorogo vo-

prosa. Bez teoremy Gil~berta zdes~ mo�no obo$itis~. Kombinatornye
rassu�deni� pozvol��t dokazat~ bol~xee. Fiksiruem proizvol~ny$i
mul~tiplikativny$i harakter χ : G → C, χ(a + b) = χ(a) · χ(b).

Oboznaqim qerez f(N) summu znaqeni$i haraktera χ po vsem toqkam
mno�estva B + N ∗A.

Teorema 5. Pri dostatoqno bol~xih N funkci� f(N) �vl�ets� kvazipolino-
mom po N, f(N) =

∑
qN
i Pi(N). Qisla qi v �to$i formule �vl��ts� znaqe-

ni�mi haraktera χ na mno�estve A, a funkcii Pi — polinomami stepeni
men~xe$i, qem qislo toqek mno�estva A, v kotoryh znaqeni� haraktera
ravno qi.

Pri χ ≡ 1 funkci� f sqitaet qislo toqek v mno�estve B +A∗N , i teo-
rema 5 sovpadaet s privedennym vyxe kombinatornym faktom. Voobwe
govor�, funkci� f ne �vl�ets� funkcie$i Gil~berta nikakogo graduiro-
vannogo modul� (znaqeni� f(N) �to$i funkcii — kompleksnye qisla, ko-
torye ne ob�zatel~no �vl��ts� celymi), i teorema 5 ne mo�et vytekat~
iz teoremy Gil~berta.
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Teorema 5 �vl�ets� pro�vleniem obwih svo$istv orbit polugruppy Zn
+,

opisannyh v nasto�we$i stat~e. Pod de$istviem gruppy mno�estvo raspa-
daets� na orbity, priqem ka�da� orbita imeet prostoe opisanie v grup-
povyh terminah. V sluqae polugruppy orbita ne imeet stol~ prostogo
opisani�. K tomu �e orbity razliqnyh toqek mogut peresekat~s�. Kak v
�tom sluqae razrezat~ X na prostye nepereseka�wies� kuski? V p. 2 my
predlagaem qastiqny$i otvet na �tot vopros dl� vpolne upor�doqennyh
polugrupp.

Dl� polugruppy Zn
+ �tot otvet mo�no utoqnit~ (sm. p. 4). Delo v tom,

qto polugruppa Zn
+ obladaet svo$istvom neterovosti (sm. [2]). �tot klas-

siqeski$i rezul~tat igraet central~nu� rol~ v nasto�we$i stat~e. My
privodim ego v p. 3 vmeste s nu�nym nam dobavleniem: Dopolnenie do Zn

+-
ideala predstavimo v vide ob�edineni� koneqnogo qisla nepereseka�wihs�
sdvinutyh koordinatnyh polugrupp.

Orbity de$istvi� polugruppy Zn
+ ustroeny dostatoqno regul�rno: oni

razbiva�ts� v nepereseka�wies� ob�edineni� koneqnogo qisla orbit koor-
dinatnyh podpolugrupp (sm. p. 4). Teorema 5, privedenna� vyxe — odno
iz pro�vleni$i �to$i regul�rnosti. V dokazatel~ stve teoremy 5 my is-
pol~zuem tak�e svo$istva summy znaqeni$i �ksponencial~no$i funkcii po
vsem celym toqkam standartnogo simpleksa. �ti svo$istva privedeny
v p. 5.

Vernems� k pervomu iz naxih voprosov: kakoe otnoxenie imeet kol~co
polinomov ot neskol~kih peremennyh k podsqetu qisla toqek v mno�est-
ve? Podsqet qisla toqek v mno�estve B + N ∗ A opiraets� na svo$istva
polugruppy Zn

+. A kol~co polinomov ot n peremennyh nad polem K �v-
l�ets� ni qem inym, kak polugruppovo$i algebro$i dl� Zn

+ nad polem K.
(Sopostavlenie idealov kommutativnyh polugrupp i kommutativnyh ko-
lec vstreqalos~ u�e v [7]. Zameqatel~ na� konstrukci� bazisov Grebnera
pokazyvaet, qto neterovost~ polugruppy Zn

+ vleqet za sobo$i neterovost~
kol~ca polinomov.)

Modul~ nad kol~com polinomov ot n peremennyh �vl�ets� neposred-
stvennym obobweniem de$istvi� polugruppy Zn

+ na mno�estve. Teorema o
suwestvovanii special~ nogo line$inogo bazisa v module nad kol~com poli-
nomov ot n peremennyh (sm. p. 8) �vl�ets� neposredstvennym obobwe-
niem teoremy o razrezanii orbit polugruppy Zn

+ na orbity koordinat-
nyh polugrupp. Teorema o strukture orbit vpolne upor�doqenno$i polu-
gruppy G (sm. p. 2) �vl�ets� sledstviem teoremy o suwestvovanii spe-
cial~nogo line$inogo bazisa v module nad polugruppovo$i algebro$i dl� G
(sm. p. 7). Special~ny$i line$iny$i bazis v module nad kol~com polinomov
pozvol�et oharakterizovat~ funkcii Gil~berta graduirovannyh module$i.
Fiksiruem gomomorfizm γ : Zn

+ → Γ, gde Γ — nekotora� kommutativna�
polugruppa. Modul~ M nad kol~com polinomov K[x1, . . . , xn] nazyvaets�
γ-graduirovannym, esli line$inoe prostranstvo M predstavimo v vide
pr�mo$i summy line$inyh podprostranstv M =

∑
θ∈Γ Mθ, zanumerovan-

nyh �lementami polugruppy Γ, i vypolneno sledu�wee uslovie odnorod-
nosti: monom xa, a ∈ Zn

+, otobra�aet odnorodnoe prostranstvo Mθ v
odnorodnoe prostranstvo Mθ+γ(a). Funkci� na polugruppe Γ, sopostavl�-
�wa� �lementu θ razmernost~ odnorodno$i komponenty Mθ, nazyvaets�
funkcie$i Gil~berta γ-graduirovannogo modul� M . V p. 8 daets� pol-
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noe opisanie funkcii Gil~berta koneqnoporo�dennyh γ-graduirovannyh
module$i v terminah gomomorfizma γ. Dl� klassiqeskih γ-graduirovok
(kotorye vstreqa�ts� u odnorodnyh kordinatnyh kolec algebraiqeskih
podmnogoobrazi$i v proizvedenii proektivnyh prostranstv) �to opisanie
legko perevodits� na analitiqeski$i �zyk i vleqet za sobo$i polinomial~-
nost~ funkci$i Gil~berta pri bol~xih znaqeni�h argumentov.

Dl� sluqa� obwe$i graduirovki γ : Zn
+ → Zm

+ analitiqeski$i harakter
funkcii Gil~berta okazyvaets� bolee slo�nym: suwestvuet koneqna�
stratifikaci� polugruppy Zm

+ taka�, qto ograniqenie funkcii Gil~berta
na ka�dy$i strat �vl�ets� polinomom s periodiqeskimi ko�fficientami
(sm. p. 10). Otmetim, qto analogiqnoe opisanie funkcii Gil~berta (i ih
asimptotik) dl� takih graduirovok drugim sposobom poluqeno v stat~e
[6]. Naxe opisanie osnovano na svo$istvah qisel celyh toqek v vypuklyh
mnogogrannikah s racional~nymi verxinami, privedennyh v p. 9.

Nasto�wa� rabota �vl�ets� neposredstvennym prodol�eniem raboty
[1]. Ee rezul~taty dokladyvalis~ v 1991 godu na seminarah Arnol~da i
Gel~fanda v Moskve i v 1992 godu na seminare Ka�dana v Garvarde.

2. De$istvie upor�doqennyh polugrupp na mno�estvah

V �tom punkte my poka�em, kak razrezat~ mno�estvo X, na kotorom
de$istvuet vpolne upor�doqenna� polugruppa G, na dostatoqno prostye
nepereseka�wies� kuski.

De$istviem polugruppy G na mno�estve X nazyvaets� gomomorfizm
π : G → S(X), gde S(X) — polugruppa otobra�eni$i X v seb�. Polu-
gruppu G budem nazyvat~ vpolne upor�doqenno$i, esli v ne$i vveden polny$i
por�dok ( t. e. v ka�dom podmno�estve est~ naimen~xi$i �lement ), vy-
der�iva�wi$i levoe umno�enie, t. e. esli g1 > g2, to gg1 > gg2.

Podmno�estvo I ⊂ G nazovem G-idealom, esli ono invariantno otnosi-
tel~no levogo umno�eni�, t. e. esli h ∈ I i g ∈ G, to gh ∈ I.

Mno�estvo J ⊂ G nazovem G-koidealom, esli ego dopolnenie G \ J
�vl�ets� G-idealom.

Pust~ mno�estvo U ⊂ X invariantno otnositel~no de$istvi� polu-
gruppy G. Zadaqa, kotoru� my budem se$iqas rassmatrivat~, zakl�qaet-
s� v razrezanii mno�estva X \ U na vozmo�no bolee prostye qasti.

Primer. Pust~ ℵ — nekotoroe mno�estvo indeksov, X — ob�edinenie
nepereseka�wihs� �kzempl�rov Gα polugruppy G, X =

⋃
α∈ℵGα,

U — ob�edinenie nekotoryh G-idealov Iα ⊂ Gα, U =
⋃

α∈ℵ Iα. Mno-
�estvo X \ U raspadaets� v ob�edinenie nepereseka�wihs� G-koidealov
Jα = Gα \ Iα otnositel~no umno�eni� sleva na �lementy polugruppy G.

Poka�em, qto analogiqnoe razrezanie mno�estva X \U na G-koidealy
suwestvuet dl� l�bogo de$istvi� vpolne upor�doqenno$i polugruppy G.
Pust~ mno�estvo X \ U soder�its� v ob�edinenie orbit Oα nekotoryh
�lementov xα ∈ X, α ∈ ℵ.
Teorema 1. Mno�estvo X \U predstavimo v vide ob�edineni� nepereseka�-
wihs� mno�estv Xα,

⋃
Xα = X \ U, Xα

⋂
Xβ = ∅ pri α 6= β, oblada�wih

sledu�wim svo$istvom: dl� l�bogo indeksa α mno�estvo Xα ⊆ Oα i su-
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westvuet G-koideal Jα tako$i, qto otobra�enie g → π(g)(xα) osuwestvl�-
et vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie me�du Jα i mno�estvom Xα.

Dokazatel~stvo. Fiksiruem polnoe upor�doqivanie indeksov α ∈ ℵ �lemen-
tov xα. Dl� ka�dogo indeksa α opredelim invariantnoe mno�estvo Uα

kak ob�edinenie mno�estva U s orbitami Oβ vseh �lementov xβ, ime�wih
men~xie indeksy β < α, Uα = (

⋃
β<α Oβ)

⋃
U . Opredelim mno�estvo Xα

kak mno�estvo toqek orbity Oα, ne popavxih v invariantnoe mno�estvo
Uα, Xα = Oα \ Uα. �sno, qto

⋃
Xα = X \ U i Xα

⋂
Xβ = ∅ pri α 6= β.

Dl� ka�do$i toqki x, le�awe$i v Xα, rassmotrim podmno�estvo G(x) ⊂
G, oblada�wee sledu�wim svo$istvom: g ∈ G(x), esli i tol~ko esli
π(g)(xα) = x. Pust~ g(x) — minimal~ny$i �lement v mno�estve G(x).
(Tako$i �lement suwestvuet, tak kak polugruppa G vpolne upor�doqena).
Opredelim Jα kak mno�estvo �lementov g(x) dl� vseh toqek x ∈ Xα. Po
opredeleni� estestvennoe otobra�enie g → π(g)(xα) osuwestvl�et vza-
imno odnoznaqnoe otobra�enie mno�estv Jα i Xα. Poka�em, qto dopol-
nenie Iα = G \ Jα �vl�ets� G-idealom. Dopolnenie Iα predstavimo v
vide ob�edineni� sledu�wih dvuh mno�estv I1

α i I2
α : g ∈ I1

α, esli i
tol~ko esli toqka π(g)(xα) le�it v invariantnom mno�estve Uα; g ∈
I2

α esli i tol~ko esli suwestvuet �lement a ∈ G tako$i, qto a < g i
π(a)(xα) = π(g)(xα). Poka�em, qto I2

α — G-ideal. Pust~ c ∈ G — l�bo$i
�lement polugruppy, g ∈ I2

α, a < g i πa)(xα) = π(g)(xα). Togda ca < cg
i π(ca)(xα) = π(cg)xα. Po�tomu cg ∈ I2

α. Qto i trebovalos~. Mno�estvo
I1

α, oqevidno, �vl�ets� G-idealom. Po�tomu Iα = I1
α

⋃ I2
α to�e �vl�ets�

G-idealom. Teorema dokazana.

3. Polugruppa Zn
+

Dl� polugruppy Zn
+ teoremu 1 mo�no usilit~. Delo v tom, qto polu-

gruppa Zn
+ obladaet nekotorym svo$istvom neterovosti (sm. naprimer,

[2]). �to svo$istvo bylo otkryto do teoremy Gil~berta o neterovosti
kol~ca polinomov. Opixem �tot klassiqeski$i rezul~tat v nu�nom nam
vide.

Nazovem oktantom On(a) s verxino$i v toqke a ∈ Zn
+, a = a1, . . . , an, pod-

mno�estvo celyh toqek b = b1, . . . , bn v Zn
+, udovletvor��wih neravenstvam

b1 ≥ a1, . . . , bn ≥ an. �sno, qto oktant �vl�ets� Zn
+-idealom .

Teorema (Neterovost~ polugruppy Zn
+). Ka�dy$i Zn

+-ideal �vl�ets� ob�edine-
niem koneqnogo qisla oktantov (drugimi slovami, ob�edinenie beskoneqno-
go qisla oktantov na samom dele �vl�ets� ob�edineniem koneqnogo qisla
oktantov).

Dokazatel~vo. Indukci� po razmernosti n. Vydelim posledn�� koordi-
natu xn v Zn

+, t. e. polo�im Zn
+ = Zn−1

+ + Z+. Oqevidno, qto:
1) seqenie oktanta gorizontal~no$i ploskost~� xn = c, c ∈ Z+, est~

oktant v polugruppe Zn−1
+ (posle stirani� posledne$i koordinaty xn = c);.

2) proekci� oktanta iz Zn
+ est~ oktant v Zn−1

+ .
Perehodim k indukcii. Sproektiruem ob�edinenie beskoneqnogo qisla

oktantov I ⊂ Zn
+ na koordinatnu� ploskost~Zn−1

+ . Poluqennoe ob�edine-
nie (n− 1)-mernyh oktantov po indukcii sovpadaet s ob�edineniem lix~
koneqnogo qisla iz nih. Pust~ �to budut oktanty s verxinami b1, . . . , bk,
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(bi = bi
1, . . . , b

i
n−1). Po postroeni� �ti oktanty — proekcii n-mernyh ok-

tantov s nekotorymi verxinami b̃i, (b̃i = bi
1, . . . , b

i
n−1, b

i
n). Pust~ maksi-

mal~na� iz poslednih koordinat bi
n �tih verxin ravna c ∈ Zn

+. Vse toqki
Zn

+-ideala I, dl� kotoryh posledn�� koordinata ne men~xe qem c, le�at
v ob�edinenii oktantov On(b̃i). Ostal~nye toqki Zn

+-ideala I le�at na
koneqnom qisle seqeni$i xn = 0, xn = 1, . . . , xn = c − 1. Ka�doe iz �tih
seqeni$i po indukcionnomu predpolo�eni� pokryvaets� koneqnym qis-
lom (n − 1)-mernyh oktantov. Teper~ vidno, qto Zn

+-ideal I sostoit iz
koneqnogo qisla oktantov On(b̃i) i koneqnogo qisla n-mernyh oktantov,
verxiny kotoryh le�at na koneqnom qisle seqeni$i.

Polugruppa Zn
+ imeet 2n koordinatnyh polugrupp: dl� ka�dogo pod-

mno�estva I otrezka natural~nogo r�da {1, . . . , n} opredelena podpolugru-
ppa Z+(I), sosto�wa� iz celyh toqek a = a1, . . . , an, dl� kotoryh ai = 0 pri
i ∈ I, i ai ≥ 0 pri i /∈ I. Sredi polugrupp Z+(I) est~ nuleva� polugruppa
(pri I = {1, . . . , n}) i polugruppa Zn

+ (pri I = ∅).
Podmno�estvo Zn

+ nazovem sdvinuto$i koordinatno$i podgruppo$i, esli
ono imeet vid a + Z+(I), gde a — nekotory$i �lement v Zn

+.

Teorema 2. Dopolnenie do Zn
+-ideala predstavimo v vide ob�edineni� koneq-

nogo qisla nepereseka�wihs� sdvinutyh koordinatnyh polugrupp.

Dokazatel~stvo. 1) Predpolo�im snaqala, qto Zn
+-ideal �vl�ets� oktan-

tom On(a) s verxino$i a. Predstavim dopolnenie Zn
+\On(a) v vide ob�edi-

neni� sdvinutyh polugrupp. Dl� ka�do$i nenulevo$i toqki a v Zn
+ opre-

delim toqku π(a) po sledu�wemu pravilu: esli a = (a1, . . . , an) i a1 =
· · · = ai−1 = 0, ai > 0, to π(a) = (a1, . . . , ai−1, ai − 1, ai+1, . . . an). Oqevidno,
qto oktant s verxino$i π(a) soder�it oktant s verxino$i a, priqem ih
raznost~ On(π(a)) \On(a) �vl�ets� sdvinuto$i koordinatno$i polugruppo$i.
Dl� celo$i toqki a = a1, . . . , an spravedlivo ravenstvo
πl(a) = 0, gde l = ‖a‖ =

∑ |ai|. Poluqaem trebuemoe razlo�enie:

Zn
+ \On(a) =

‖a‖⋃

l=1

On(πl(a)) \On(πl−1(a))

.
2) Vs�ki$i Zn

+-ideal �vl�ets� ob�edineniem koneqnogo qisla oktantov.
Predpolo�im, qto teorema verna v tom sluqae, kogda Zn

+-ideal I raven
ob�edineni� k oktantov. Doka�em teoremu dl� (k + 1) oktanta. Imeem
I = I0

⋃
On(a), gde I0 — ob�edinenie k oktantov. Po indukcii dopol-

nenie Zn
+ do I0 est~ ob�edinenie sdvinutyh koordinatnyh polugrupp. V

ka�do$i sdvinuto$i koordinatno$i polugruppe L dopolnenie do pereseqeni�
s oktantom L\(L⋂

On(a)) v svo� oqered~ razbivaets� v ob�edinenie sdvi-
nutyh koordinatnyh polugrupp (sm. xag 1 dokazatel~stva �to$i teoremy).
Teorema dokazana.

4. De$istvie polugruppy Zn
+ na mno�estve

Pust~ na mno�estve X zadano de$istvie π : Zn
+ → S(X) polugruppy Zn

+

i U ⊂ X — podmno�estvo, invariantnoe otnositel~no �togo de$istvi�.
Pust~ mno�estvo X \ U soder�its� v ob�edinenii orbit nekotoryh �le-
mentov {xα} ∈ X.
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Teorema 3. Suwestvuet razbienie mno�estva X\U v ob�edinenie neperese-
ka�wihs� mno�estv Xα,i, 1 ≤ i ≤ l(α), gde l — nekotora� celoqislenna�
funkci� indeksa α, oblada�wee sledu�wim svo$istvom: dl� ka�do$i pary
indeksov (α, i) suwestvuet toqka a ∈ Zn

+ i koordinatna� polugruppa Z+(I)
takie, qto otobra�enie g → π(g +a)(xα) osuwestvl�et vzaimno odnoznaq-
noe sootvetstvie me�du �to$i koordinatno$i polugruppo$i i mno�estvom
Xα,i.

Dokazatel~stvo. V polugruppe Zn
+ suwestvuet polnoe upor�doqivanie (na-

primer, leksikografiqeskoe). Po�tomu k de$istvi� polugruppy Zn
+ pri-

menima teorema 1. Dl� zaverxeni� dokazatel~stva nu�no Zn
+-koidealy

Jα iz �to$i teoremy razrezat~ na sdvinutye koordinatnye polugruppy.

5. Summa �ksponenty po standartnomu simpleksu

Oboznaqim qerez ∆(m) standartny$i simpleks v prostranstve Rn, opre-
delenny$i uslovi�mi x1 + · · ·+xn = m; x1 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0. Opredelim funk-
ci� F (m, p), zavis�wu� ot natural~nogo qisla m i kovektora p ∈ (Rn)∗,
sledu�we$i formulo$i:

F (m, p) =
∑

x∈∆(m)
TZn

epx.

Oboznaqim qerez ei bazisnye vektory prostranstva Rn. Dl� ka�dogo i =
1, . . . , n polo�im µi(p) =

∏
1/(1− exp(p(ei − ej))), gde proizvedenie beret-

s� po vsem j takim, qto j 6= i, 1 ≤ j ≤ n. Funkci� µi(p) meromorfna na
kompleksifikacii prostranstva (Rn)∗.

Utver�denie. Dl� vs�kogo m ≥ 0 i vs�kogo kovektora p takogo, qto p(ei −
ej) 6= 0 dl� l�byh 1 ≤ i < j ≤ n, spravedlivo ravenstvo

F (m, p) =
∑

1≤i≤n

em(pei) · µi(p).

Utver�denie — qastny$i sluqa$i obwego rezul~tata ([3],[4]), v kotorom
vmesto standartnogo simpleksa ∆(m) figuriruet l�bo$i celoqislenny$i
mnogogrannik. Utver�denie polnost~� opredel�et funkci� F (m, p), esli
p(ei − ej) 6= 0 dl� l�byh 1 ≤ i < j ≤ n.

Pere$idem k obwemu sluqa�. Fiksiruem kovektor p = p0. Pust~ v
posledovatel~nosti (p0e1), . . . , (p0en) streqaets� rovno l razliqnyh qisel
q1, . . . , ql, priqem qislo qi vstreqaets� k(i) raz.

Teorema 4. Dl� vs�kogo m ≥ 0 spravedlivo ravenstvo F (p,m) =
∑

qm
i Pi(m),

gde Pi(m) — nekotory$i polinom ot m stepeni < k(i).

Teorema 4 vytekaet iz utver�deni� dl� p = p0 + λp1, gde p1 — dosta-
toqno obwi$i kovektor i λ ∈ R, pri predel~nom perehode λ → 0.
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6. Summa znaqeni$i haraktera po mno�estvu B + N ∗ A

Podmno�estva v kommutativno$i polugruppe mo�no skladyvat~: summo$i
A + B dvuh podmno�estv A i B v kommutativno$i polugruppe G nazyvaet-
s� mno�estvo toqek z, predstavlennyh v vide z = a + b, a ∈ A i b ∈ B.
Fiksiruem koneqnye podmno�estva A, B ⊂ G. Fiksiruem proizvol~ny$i
harakter χ polugruppy G, t. e. gomomorfizm χ : G → C polugruppy G v
mul~tiplikativnu� polugruppu kompleksnyh qisel, χ(a + b) = χ(a) · χ(b).
Pust~ q1, . . . , ql ∈ C \ 0 — mno�estvo nenulevyh znaqeni$i haraktera χ na
mno�estve A, i pust~ k(i) — qislo toqek mno�estva A, v kotoryh harakter
χ raven qi.

Oboznaqim qerez N ∗A summu N �kzempl�rov mno�estva A.

Teorema 5. Summa znaqeni$i haraktera χ po vsem toqkam mno�estva B +
N ∗A pri dostatoqno bol~xih natural~ nyh N ravna

∑l
i=1 qN

i Pi(N), gde Pi

— polinom ot N stepeni < k(i).

Dokazatel~stvo. 1) Zanumeruem �lementy mno�estva A = {ai}, i = 1, . . . , n.
Rassmotrim polugruppu Zn

+ i ee gomomorfizm π1 : Zn
+ → G, perevod�wi$i

standartnye obrazu�wie e1, . . . , en v �lementy a1, . . . , an ∈ A. Oboznaqim
qerez π2 : Zn

+ → Z+ standartny$i gomomorfizm, opredelenny$i ravenstvom
π2(x1, . . . , xn) = x1 + · · ·+ xn.

Oboznaqim qerez G pr�mu� summu polugrupp G i Z+, G = G ⊕ Z+, i
qerez π : Zn

+ → G — pr�mu� summu gomorfizmov π1 i π2. Oboznaqim qerez
B i A sledu�wie podmno�estva polugruppy G : B = (B, 0), A = (A, 1).
Polugruppa Zn

+ de$istvuet na G po sledu�wemu pravilu: �lement c ∈ Zn
+

perevodit toqku g ∈ G v toqku g + π(c). Oboznaqim qerez X ob�edinenie
orbit toqek mno�estva B otnositel~no �togo de$istvi� i qerez XN — ego
podmno�estvo, sosto�wee iz toqek, u kotoryh vtora� koordinata ravna
N . �sno, qto mno�estvo XN sovpadaet s mno�estvom (B + N ∗A,N).

2) Doopredelim harakter χ : G → C do haraktera χ : G → C formulo$i
χ(g, m) = χ(g). Oboznaqim qerez U mno�estvo toqek, v kotoryh harakter
χ raven nul�. Mno�estvo U invariantno otnositel~no de$istvi� polu-
gruppy G i, sledovatel~no, otnositel~no de$istvi� Zn

+. Nas interesuet
summa

∑
x∈B+N∗A χ(x). Oqevidno, qto �ta summa ravna

∑
x∈XN\U χ(x).

3) K mno�estvu X \ U primenima teorema 3. Soglasno �to$i teoreme
mno�estvo X\U �vl�ets� nepereseka�wims� ob�edineniem mno�estv Xb,i,
gde b ∈ B, 1 ≤ i ≤ l(b) i l : B → Z — nekotora� celoqoslenna� funkci�
na B. Pri �tom suwestvu�t c ∈ Zn

+ i koordinatna� polugruppa Z+(I),
zavis�wie ot indeksov (b, i) takie, qto otobra�enie q : Z+(I) → Xb,i, opre-
delennoe formulo$i q(x) = π(x + c)(b), �vl�ets� izomorfizmom.

Proobraz v Z+(I) mno�estva Xb,i,N = Xb,i

⋂
(XN \ U) �vl�ets� stan-

dartnym simpleksom
∑

xi = N − π2(c), xi ≥ 0 pri i /∈ I i xi = 0 pri
i ∈ I. Soglasno teoreme 5 pri N ≥ π2(c) summa haraktera χ po mno-
�estvu Xb,i,N ravna

∑
q

N−π2(c)
j · Pj,b,i(N), gde {qj} — znaqeni� haraktera

χ na �lementah podmno�estva AI mno�estva A, sootvetstvu�wih koordi-
natno$i polugruppe Z+(I), Pj,b,i — polinomy stepeni men~xe$i, qem qislo
toqek v podmno�estve AI , dl� kotoryh harakter χ raven qj. Itak, teorema
dokazana, esli pod dostatoqno bol~ximi N ponimat~ qisla N ≥ maxπ2(c),
gde maksimum berets� po koneqnomu qislu toqek c.
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7. Moduli nad polugruppovo$i algebro$i
vpolne upor�doqenno$i polugruppy

Neposredstvennym obobweniem pon�ti� de$istvi� polugruppy na mno-
�estve �vl�ets� pon�tie modul� nad polugruppovo$i algebro$i. V �tom
punkte my opixem konstrukci� Grebnera dl� polugruppovo$i algebry
vpolne upor�doqenno$i polugruppy i special~nye line$inye bazisy v mo-
dul�h nad takimi polugruppami. My tak�e ob��snim, poqemu suwestvo-
vanie �tih special~nyh line$inyh bazisov dokazyvaet teoremu 1 o razre-
zanii orbity vpolne upor�doqenno$i polugruppy na prostye kuski.

S polugruppo$i G i polem K sv�zana polugruppova� algebra K(G), so-
sto�wa� iz formal~nyh line$inyh kombinaci$i �lementov polugruppy G s
ko�fficientami iz pol� K. Umno�enie v G po line$inosti prodol�aets�
do umno�eni� v K(G).

Dl� upor�doqenno$i polugruppy G suwestvuet zameqatel~noe otobra-
�enie Grebnera Grb iz K(G) \ 0 v G, sopostavl��wee ka�do$i nenulevo$i
line$ino$i kombinacii a =

∑
λ(g)g naibol~xi$i �lement g ∈ G , vhod�wi$i

v a s nenulevym ko�fficientom λ(g) 6= 0. Tak kak sootnoxenie por�dka v
G vyder�ivaet levoe umno�enie, to dl� g ∈ G i a ∈ K(G) spravedlivo
ravenstvo Grb(g · a) = g · Grb(a). Levomu idealu I v algebre K(G) sopo-
stavl��ts� sledu�wie ob�ekty:

1) ego grebnerovski$i G-ideal, �vl��wi$is� obrazom nenulevyh �lemen-
tov ideala I pri otobra�enii Grebnera,

2) ego grebnerovski$i G-koideal — dopolnenie v G do ego grebnerovsko-
go ideala,

3) ego grebnerovski$i koideal v K(G) — line$inoe podprostranstvo v
K(G), poro�dennoe �lementami grebnerovskogo G-koideala.

Horoxo izvestno sledu�wee

Utver�denie. Algebra K(G) kak line$inoe prostranstvo �vl�ets� pr�mo$i
summo$i ideala I i ego grebnerovskogo koideala.

Dokazatel~stvo. Po opredeleni� ideal I i ego grebnerovski$i koideal
L pereseka�ts� lix~ po toqke 0. Poka�em, qto ka�dy$i �lement a ∈
K(G) prinadle�it summe L + I. Dl� ka�dogo �lementa a =

∑
λ(g)g, ne

le�awego v L, oboznaqim qerez GrbL(a) naibol~xi$i iz �lementov g ∈
Grb(I \0), vhod�wih v a s nenulevym ko�fficientom λ(g) 6= 0. Vyqita� iz
a �lement λ1b1 ideala I, dl� kotorogo Grb(λ1b1) = GrbL(a), s podhod�wim
ko�fficientom λ1, mo�no dobit~s� libo qtoby a − λ1b1 ∈ L, libo qtoby
GrbL(a − λ1b1) < GrbL(a). Esli �lement a1 = a − λ1b1 ne le�it v L, to
process mo�no povtorit~. Tak kak vo vpolne upor�doqennom mno�estve
ubyva�wa� cepoqka obryvaets�, za koneqnoe qislo xagov my poluqim
vkl�qenie a−∑

λibi ∈ L, gde bi ∈ I. Utver�denie dokazano.

Sledstvie 1. Pust~ I1 i I2 — takie idealy algebry K(G), qto I1 ⊆ I2, i
grebnerovskie G-idealy dl� I1 i I2 ravny. Togda I1 = I2.

De$istvitel~no, grebnerovskie G-koidealy dl� idealov I1 i I2 ravny.
Po�tomu I1 = I2 soglasno utver�deni�.

Sledstvie 2. �lementy {gα} ⊂ I poro�da�t ideal I, esli i tol~ko esli ih
obrazy pri otobra�enii Grebnera poro�da�t grebnerovski$i G-ideal dl� I.
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Sledstvie 2 vytekaet iz sledstvi� 1.
Rassmotrim K(G) modul~ M i ego podmodul~ M1. Pust~ mno�estvo

vektorov B = {mα}, α ∈ ℵ, mα ∈ M , poro�daet faktor modul~ M/M1.

Teorema 6. Suwestvuet nabor G-koidealov Jα ⊂ G tako$i, qto �lementy
h(mα), α ∈ ℵ, h ∈ Jα, mα ∈ B, �vl��ts� bazisom v line$inom faktor pro-
stranstve M/M1.

Dokazatel~stvo. Fiksiruem l�boe polnoe upor�doqivanie mno�estva in-
deksov ℵ. Dl� ka�dogo indeksa α ∈ ℵ opredelim podmoduli M<

α i M≤
α ,

poro�dennye podmodulem M1 i vsemi �lementami mβ ∈ B, dl� kotoryh,
sootvetstvenno, β < α i β ≤ α. Rassmotrim ideal Iα, sosto�wi$i iz takih
�lementov a ∈ K(G), qto dl� ka�dogo vektora m iz modul� M≤

α vektor a(m)
le�it v module M<

α . Soglasno utver�deni� �lemenety g(mα), g ∈ Jα,
gde Jα — grebnerovski$i G-koideal ideala Iα, poro�da�t faktor pros-
transtvo M<

α /M≤
α . Otkuda i vytekaet teorema.

Poka�em, qto teorema 1 iz p. 2 na samom dele �vl�ets� sledstviem
teoremy 6. De$istvie polugruppy G na X po line$inosti prodol�aet-
s� do de$istvi� polugruppo$i algebry K(G) na K-line$inom prostranstve
C0(X, K), gde C0(X,K) — prostranstvo 0-cepe$i v mno�estve X s ko�ffi-
cientami v pole K.

Nul~mernye cepi C0(U,K) v invariantnom podmno�estve U obrazu�t
K(G)-podmodul~ v module C0(X,K). Esli mno�estvo X \ U soder�its�
v ob�edinenii orbit Oα �lementov xα ∈ X, to faktormodul~ C0(X, K)
po C0(U,K) poro�daets� vektorami mα, gde mα — 0-cep~, sosto�wa� iz
toqki xα s koo�fficientom 1. Primen�� k modul�m C0(X, K) ⊃ C0(U,K) i
vektoram {mα} teoremu 6 poluqim teoremu 1.

8. Moduli nad kol~cami polinomov i ih funkci� Gil~berta

Predyduwie kombinatornye rassmotreni� da�t informaci� o modu-
l�h nad kol~cami polinomov. Ka�do$i toqke a ∈ Zn

+, a = a1, . . . , an, soot-
vetstvuet monom xa = xa1

1 · . . . ·xan
n . Polugruppova� algebra K(Zn

+) �vl�et-
s� kol~com K[x1, . . . , xn] polinomov ot n peremennyh nad polem K. Iz
neterovosti polugruppy Zn

+ vytekaet neterovost~ kol~ca polinomov (sm.
p. 3 i sledstvie 2 p. 7).

Pust~ M — koneqnoporo�denny$i modul~ nad kol~com polinomov ot n
peremennyh, M1 — ego podmodul~ i {mα} — �lementy, zada�wie bazis
v faktormodule M/M1. Dl� ka�dogo podmno�estva I v mno�estve pere-
mennyh x1, . . . , xn oboznaqim qerez ΞI mno�estvo monomov, ne zavis�wih
ot peremennyh iz podmno�estva I.

Teorema 7. Dl� ka�do$i pary indeksov (α, i), 1 ≤ i ≤ l(α), gde l — nekotora�
celoqislenna� funkci� indeksa α, mo�no ukazat~ toqku a ∈ Zn

+ i pod-
mno�estvo I v mno�estve peremennyh x1, . . . , xn takie, qto mno�estvo
vseh vektorov vida xa · xµ(mα), gde xµ ∈ ΞI , poro�daet bazis v line$inom
faktor prostranstve M/M1.

Dokazatel~stvo. Tak kak polugruppu Zn
+ mo�no vpolne upor�doqit~, to k

modul�m M1 ⊂ M nad kol~com polinomov primenima teorema 2. Dl� za-
verxeni� dokazatel~stva nu�no Zn

+-koidealy Jα iz �to$i teoremy razre-
zat~ na sdvinutye koordinatnye polugruppy.
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Otmetim, qto teorema 3 vyvodits� iz teoremy 7 toqno tak �e, kak
teorema 1 vyvodits� iz teoremy 6 (sm. p. 7).

Oboznaqim qerez Ñ mno�estvo natural~nyh qisel, k kotoromu dobav-
leno qislo 0 i simvol +∞. V Ñ estestvennym obrazom opredelena opera-
ci� slo�eni� ne tol~ko koneqnogo, no i beskoneqnogo qisla �lementov.
Razmernost~ line$inogo prostranstva prinimaet znaqeni� v Ñ . Pri �tom
razmernost~ pr�mo$i summy l�bogo qisla line$inyh prostranstv ravna
summe ih razmernoste$i.

Fiksiruem gomomorfizm γ : Zn
+ → Γ, gde Γ — nekotora� kommutativna�

polugruppa.

Opredelenie. Modul~ M nad kol~com polinomov K[x1, . . . , xn] nazyvaet-
s� γ-graduirovannym, esli line$inoe prostranstvo M predstavimo v vide
pr�mo$i summy line$inyh podprostranstv M =

∑
θ∈Γ Mθ, zanumerovan-

nyh �lementami polugruppy Γ, i vypolneno sledu�wee uslovie odnorod-
nosti: monom xa, a ∈ Zn

+, otobra�aet odnorodnoe prostranstvo Mθ v
odnorodnoe prostranstvo Mθ+γ(a). Funkci� H : Γ → Ñ , sopostavl��wa�
�lementu θ razmernost~ odnorodno$i komponenty Mθ, nazyvaets� funkcie$i
Gil~berta γ-graduirovannogo modul� M .

Kakie funkcii H : Γ → Ñ mogut byt~ funkci�mi Gil~berta koneqno-
poro�dennyh γ-graduirovannyh module$i M? Ni�e my dadim polny$i
otvet na �tot vopros. No snaqala neskol~ko opredeleni$i.

V prostranstve funkci$i na polugruppe Γ so znaqeni�mi v Ñ opredelena
operaci� svertki:

f ∗ g(θ) =
∑

θ1+θ2=θ

f(θ1) · g(θ2)

S gomomorfizmom γ : Zn
+ → Γ sv�zano 2n funkci$i na Γ, kotorye budut

dl� nas igrat~ glavnu� rol~. S ka�dym podmno�estvom I ⊂ (1, . . . , n)
sv�zana koordinatna� podgruppa Z+(I) ⊆ Zn

+ i funkci� fI : Γ → Ñ , so-
postavl��wa� �lementu θ ∈ Γ qislo toqek v mno�estve γ−1(θ)

⋂
Z+(I).

Teorema 8. Funkci� Gil~berta H : Γ → Ñ koneqnoporo�dennogo γ-graduiro-
vannogo K[x1, . . . , xn]-modul� predstavima v vide

(1) H =
∑

I

fI ∗ gI ,

gde gI — neotricatel~na� celoqislenna� funkci� na Γ, ravna� nul� vs�du,
krome koneqnogo qisla toqek. Obratno, vs�ka� funkci� H vida (1) �vl�ets�
funkcie$i Gil~berta nekotorogo γ-graduirovannogo modul�.

Dokazatel~stvo. 1) Vyberem v module M koneqnoe qislo odnorodnyh obrazu�wih
mα. Soglasno teoreme 7 graduirovannoe line$inoe prostranstvo M �vl�et-
s� pr�mo$i summo$i koneqnogo qisla graduirovannyh podprostranstv M(α, i),
poro�dennyh vektorami xα · xµ(mα), gde µ ∈ Z+(I). Oboznaqim qerez b
�lement polugruppy Γ, ravny$i γ(a) + g(mα), gde g(mα) — graduirovka
�lementa mα. Razmernost~ odnorodno$i komponenty s graduirovko$i θ
prostranstva M(α, i) ravna fI ∗ δb(θ), gde δb — funkci�, ravna� 1 v toqke
b, i nul� v ostal~nyh toqkah. Ots�da i vytekaet pervoe utver�denie
teoremy.
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2) Dl� dokazatel~stva vtorogo utver�deni� teoremy rassmotrim sle-
du�wi$i primer γ-graduirovannogo K[x1, . . . , xn]-modul�. Polinomy PI ,
ne zavis�wie ot peremennyh xi, i ∈ I, estestvenno, �vl��ts� K[x1, . . . , xn]-
modulem. Vvedem v �tom module γ-graduirovku po sledu�wemu pravilu:
graduirovka monoma xµ, µ ∈ Z+(I) ravna b+ γ(µ), gde b — fiksirovanny$i
�lement v polugruppe γ. Funkci� Gil~berta H �togo modul� ravna fI ∗δb,
po�tomu vs�ka� funkci� vida (1) �vl�ets� funkcie$i Gil~berta pr�mo$i
summy module$i opisannogo vida.

Sledstvie. Esli polugruppa Γ vkladyvaets� v gruppu, to funkci� Gil~berta
ka�dogo γ-graduirovannogo modul� �vl�ets� line$ino$i kombinacie$i s na-
tural~nymi ko�fficientami koneqnogo qisla funkci$i fI(θ − b).

Primer 1. Samy$i prosto$i i, bezuslovno, samy$i va�ny$i primer dostavl�-
�t K[x1, . . . , xn]-moduli s obyqno$i celoqislenno$i graduirovko$i γ : Zn →
Z, gde γ(a1, . . . , an) = a1 + · · · + an. Taka� graduirovka vstreqaets� u
odnorodnyh koordinatnyh kolec proektivnyh mnogoobrazi$i. Funkcii
fI(N) v �tom sluqae ime�t prosto$i geometriqeski$i smysl — �to qislo
celyh toqek v simplekse a1 + · · · + an = N, ai ≥ 0, aj = 0 pri j ∈ I.
Neslo�nye vyqislenie pokazyvaet, qto esli qislo p = n− |I| nenulevyh
peremennyh polo�itel~no, to fI(N) = Cp−1

N+p−1. Esli �e p = 0, to fI(0) = 1
i fI(N) = 0 pri N > 0. Po�tomu qislo fI(N) — polinom pri N > 0.
Sdvinutye funkcii fI(N − b) — polinomy pri N > b.

Ots�da vytekaet zameqatel~na�

Teorema Gil~berta. Funkci� Gil~berta H koneqnoporo�dennogo modul� s
obyqno$i graduirovko$i — polinom, naqina� s nekotorogo mesta.

Privedem toqnoe opisanie funkcii H. Opredelim funkci� C
k

N dvuh
celoqislennyh argumentov sledu�we$i formulo$i:

1) esli 0 ≤ k ≤ N , to C
k

N = Ck
N ,

2) esli k = N = −1, to funkci� C
k

N ravna 1,
3) dl� vseh ostal~nyh znaqeni$i k, N funkci� C

k

N ravna nul�.
Teorema 8 pokazyvaet, qto funkci� Gil~berta H koneqnoporo�dennogo

K[x1, . . . , xn]-modul� s graduirovko$i iz primera 1 imeet sledu�wi$i vid:

H(N) =
∑

ak,lC
k−1

N+k−l−1,

gde l, k i ak,l — neotricatel~nye celye qisla, priqem k ≤ n.

Primer 2. Qut~ bolee slo�ny$i primer dostavl�et graduirovka γ : Zn
+ →

Zm
+ , zavis�wa� ot parametrov i1, . . . , im, sv�zannyh sootnoxeniem i1 + · · ·+

im = n. Opredelim qisla c0 = 0, c1 = i1, c2 = i1+i2, . . . , cm = i1+· · ·+im = n
i polo�im γ(a1, . . . , an) = N1, . . . , Nm, gde Nl =

∑
cl−1 < j ≤ claj. Taka�

graduirovka vstreqaets� u odnorodnyh koordinatnyh kolec podmnogoo-
brazi$i v proizvedenii proektivnyh prostranstv CP i1−1 × · · · × CP im−1.
Funkci� fI(N), N = N1, . . . , Nm, imeet prosto$i geometriqeski$i smysl —
�to qislo celyh toqek v proizvedenii simpleksov

∑
cl−1<j≤cl

aj = Nl, aj ≥
0, aj = 0 pri j ∈ I. �to qislo fI(N) ravno C

p1−1

N1+p1−1 · . . . ·C
pm−1

Nm+pm−1, gde pl

— qislo nomerov j, cl−1 < j ≤ cl takih, qto j /∈ I.
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Teorema 8 pokazyvaet, qto funkci� Gil~berta H koneqnoporo�dennogo
modul� K[x1, . . . , xn]-modul� s graduirovko$i iz primera 2 imeet sledu�-
wi$i vid:

H(N1, . . . , Nm) =
∑

ak,l

∏
C

kj−1

Nj+kj−lj−1,

gde k = k1, . . . , km; l = l1, . . . , lm; vse qisla kj , lj , ak,l — neotricatel~nye
celye qisla i kj ≤ ij. V qastnosti, funkci� H(N1, . . . , Nm) �vl�ets�
polinomom, esli vse koordinaty Nj dostatoqno veliki.

9. Celye toqki v racional~nyh mnogogrannikah

S ka�do$i gran~� Γ vypuklogo ograniqennogo mnogogrannika ∆ ⊂ Rn

sv�zan vypukly$i konus KΓ v dvo$istvennom prostranstve (Rn)∗: kovektor ξ
prinadle�it KΓ, esli mno�estvo toqek maksimuma ograniqeni� line$ino$i
funkcii (ξ, x) na mnogogrannike ∆ sovpadaet s gran~� Γ. Konusa KΓ,
sootvetstvu�wie raznym gran�m Γ, ne pereseka�ts�, i ih ob�edinenie
zadaet razbienie ∆⊥ dvo$istvennogo prostranstva (Rn)∗. Ska�em, qto
mnogogranniki ∆1 i ∆2 analogiqny, esli sootvetstvu�wie dvo$istvennye
razbieni� sovpada�t. Ska�em, qto mnogogrannik ∆2 podqinen mnogogran-
niku ∆1, esli razbienie ∆⊥

1 bolee melko, qem razbienie ∆⊥
2 (t. e. esli

ka�dy$i konus KΓ1 pervogo razbieni� soder�its� v nekotorom konuse KΓ2

vtorogo razbieni�). Oporna� funkci� f∆ : (Rn)∗ → R mnogogrannika ∆,
opredelenna� ravenstvom f∆(ξ) = maxx∈∆(ξ, x), obladaet sledu�wimi
svo$istvami:
1) f∆ nepreryvna i polo�itel~no line$ino odnorodna (f∆(λξ) = λf∆(ξ),

esli λ ≥ 0);
2) f∆ line$ina na ka�dom konuse KΓ dvo$istvennogo razbieni�;
3) f∆ vypukla, t. e. f(ξ1 + ξ2) ≤ f∆(ξ1) + f∆(ξ2).

Mno�estvo L∆⊥ funkci$i, oblada�wih svo$istvami 1) i 2) otnositel~no
razbieni� ∆⊥, obrazu�t line$inoe prostranstvo. Podmno�estvo L+

∆⊥
vypuklyh funkci$i v L∆⊥ �vl�ets� vypuklym konusom. Funkci� g pri-
nadle�it konusu L+

∆⊥ , esli i tol~ko esli ona �vl�ets� oporno$i funkcie$i
vypuklogo mnogogrannika, podqinennogo mnogogranniku ∆.

Mnogogrannik ∆ ⊂ Rn nazovem mnogogrannikom s racional~nymi nor-
mal�mi, esli vse konusy KΓ dvo$istvennogo razbieni� ∆⊥ racional~ny.
(Otmetim, qto verxiny mnogogrannika ∆ s racional~nymi normal�mi
ne ob�zatel~no racional~nye.) V prostranstve funkci$i L∆⊥ suwestvuet
rexetka Λ∆⊥ , opredelenna� sledu�wim usloviem: kusoqno-line$ina� fun-
kci� f ∈ L∆⊥ le�it v rexetke Λ∆⊥ , esli i tol~ko esli dl� ka�dogo
konusa KΓ ⊂ ∆⊥ suwestvuet celoqislenny$i vektor x ∈ Zn ⊂ Rn tako$i,
qto f(ξ) = (ξ, x) pri ξ ∈ KΓ.

Pust~ f1, . . . , fr — obrazu�wie rexetki Λ∆⊥ .

Teorema 9. Suwestvuet mnogoqlen Q stepeni ≤ n ot r celoqislennyh pere-
mennyh k = k1, . . . , kr tako$i , qto esli funkci� f∆+k1f1+· · ·+krfr �vl�ets�
oporno$i funkcie$i vypuklogo mnogogrannika ∆(k), to qislo celyh toqek v
�tom mnogogrannike ravno Q(k).

Dokazatel~stvo. �ta teorema legko vytekaet iz rezul~tatov stat~i [5].
De$istvitel~no, oboznaqim qerez P (Zn) prostranstvo line$inyh kombi-
naci$i harakteristiqeskih funkci$i vypuklyh celoqislennyh mnogogran-
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nikov. Opredelim funkcional µ na prostranstve P (Zn) sledu�we$i for-
mulo$i:

µ(ϕ) =
∑

x∈Zn

ϕ ∗ χ∆(x),

gde ϕ ∈ P (Zn), χ∆ — harakteristiqeska� funkci� mnogogrannika ∆, ∗
— svertka otnositel~no integrala po �$ilerovo$i harakteristike. Funk-
cional µ invarianten otnositel~no sdviga na celoqislennye vektora,
t. e. µ(ϕ(·)) = µ(ϕ(a + ·)), esli a ∈ Zn. Znaqenie funkcionala µ na
virtual~nom mnogogrannike s oporno$i funkcie$i k1f1 + · · · + krfr poli-
nomial~no zavisit ot k = k1, . . . , kr (sm. sledstvie 4 p. 7 [5]). Oboznaqim
�tot polinom qerez Q(k). Pust~ funkci� F = f + k1f1 + · · ·+ krfr �vl�ets�
oporno$i funkcie$i mnogogrannika ∆(k), F ∈ L+

∆⊥ . V �tom sluqae znaqe-
nie funkcionala µ na harakteristiqesko$i funkcii mnogogrannika ∆(k)
ravn�ets� qislu celyh toqek v �tom mnogogrannike. Teorema dokazana.

Pust~ A : Rn → Rm — line$inoe otobra�enie, oblada�wee sledu�wim
svo$istvom neotricatel~nosti: A−1(0)

⋂
Rn

+ = 0. Nas budet interesovat~
ograniqenny$i vypukly$i mnogogrannik ∆(x) = A−1(x)

⋂
Rn

+ kak funkci�
parametra x ∈ Rm.

Pust~ e1, . . . , en — standartny$i bazis v Rn i ai ∈ Rm — obrazy vek-
torov ei, ai = A(ei), i = 1, . . . , n. Podmno�estvo J otrezka natural~nogo
r�da J ⊂ {1, . . . , n} nazovem suwestvennym, esli vektora ai = A(ei), i ∈ J,
line$ino nezavisimy. Dl� ka�dogo suwestvennogo podmno�estva J oboz-
naqim qerez KJ otnositel~nu� vnutrennost~ nat�nutogo na nih konusa,
t. e. x ∈ KJ , esli x =

∑
i∈J λiai, λi > 0. S otobra�eniem A : Rn → Rm

sv��em sledu�wu� stratifikaci� S(A) prostranstva Rm: ska�em, qto
dve toqki x i y le�at v odnom strate, esli i tol~ko esli dl� ka�dogo
mno�estva KJ libo x ∈ KJ i y ∈ KJ , libo x /∈ KJ i y /∈ KJ . Neslo�no
proverit~, qto spravedlivo sledu�wee

Utver�denie.
1) Esli toqka x le�it v mno�estve KJ , to mnogogrannik ∆(x) imeet

verxinu OJ = A−1(x)
⋂
RJ , gde RJ — koordinatnoe podprostranstvo,

poro�dennoe vektorami ei, i ∈ J . Obratno, ka�da� verxina mnogogran-
nika ∆(x) sovpadaet s toqko$i OJ dl� nekotorogo mno�estva KJ , soder-
�awego x.

2) Esli toqki x i y le�at v odnom strate, to mnogogrannik ∆(x) i ∆(y)
analogiqny.

3) Esli toqka y le�it v zamykanii strata, soder�awego toqku x, to
mnogogrannik ∆(y) podqinen mnogogranniku ∆(x).

Ni�e my budem predpolagat~, qto matrica otobra�eni� A celoqislen-
na, t. e. qto A(ei) = ai, ai ∈ Zm. Dl� mno�estva nezavisimyh celoqislen-
nyh vektorov {ai}, i ∈ J , oboznaqim qerez q(J) naibol~xi$i obwi$i deli-
tel~ maksimal~nyh minorov matricy, sostavlenno$i iz vektorov.

Sledstvie. Pust~ toqka x le�it v mno�estve KJ . Togda sootvetstvu�-
wa� �tomu mno�estvu verxina OJ mnogogrannika ∆(x) prinadle�it re-
xetke 1

q(J)Z
n.
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De$istvitel~no, sootvetstvu�wa� verxina OJ imeet vid A−1(x)
⋂
RJ .

Pust~ qm — odin iz nenulevyh minorov maksimal~nogo ranga, sostavlen-
ny$i iz vektorov {ai}, i ∈ J . Ispol~zu� �tot minor dl� rexeni� sistemy
line$inyh uravneni$i, poluqim, qto toqka OJ le�it v rexetke 1

qm
Zn. My

imeem analogiqnoe vkl�qenie dl� l�bogo drugogo minora qj. Soedin��
vse �ti vkl�qeni�, poluqim, qto OJ ∈ 1

q(J)Z
n.

Opredelenie. Dl� celoqislenno$i neotricatel~ ni$i matricy A oprede-
lim qislo k(A) kak naimen~xee obwee kratnoe qisel q(J) dl� vseh pod-
mno�estv J mno�estva stolbcov matricy A.

Opredelenie. Pust~ zadana polualgebraiqeska� stratifikaci� prostrans-
tva Rm i natural~noe qislo k. Funkci� f : Zm

+ → R nazovem kusoqno-
polinomial~ no$i otnositel~no zadanno$i stratifikacii s ko�fficienta-
mi, periodiqeskimi po modul� k, esli vypolneno sledu�wee uslovie:
dl� ka�dogo strata X stratifikacii i dl� ka�dogo klassa �kvivalentnosti
a ∈ Zm/k · Zm suwestvuet polinom PX,a tako$i, qto esli celoqislenna�
toqka x ∈ Zm

+ le�it v zamykanii strata X, x ∈ X, i pri ih faktorizacii
Zm → Zm/k · Zm perehodit v toqku a, t. e. π(x) = a, to f(x) = PX,a(x).

Pust~ A : Rn → Rm — line$inoe otobra�enie s celoqislenno$i matrice$i
i A−1(0)

⋂
Rn

+ = 0. Pust~ fA : Zm
+ → Z+ — funkci�, sopostavl��wa�

ka�do$i celo$i toqke x ∈ Zm
+ qislo celyh toqek v mnogogrannike ∆(x) =

A−1(x)
⋂
Rn

+.

Teorema 10. Funkci� fA kusoqno-polinomial~na otnositel~no stratifika-
cii SA s ko�fficientami, periodiqeskimi po modul� k(A). Sootvetstvu-
�wie polinomy Px,a ime�t stepeni , ne prevoshod�wie razmernosti �dra
matricy A.

Dokazatel~stvo. Fiksiruem strat X stratifikacii SA. Esli toqka y pri-
nadle�it zamykani� strata X, a toqka x prinadle�it stratu X, to
mnogogrannik ∆(y) podqinen mnogogranniku ∆(x). Esli k tomu �e toqka y
�kvivalentna toqke x po modul� k(A), t. e. y = x+k1k(A)p1+· · ·+kmk(A)pm,
gde pi — obrazu�wie Zm

+ i ki ∈ Z — celye qisla, to verxiny mno-
gogrannika ∆(y) otliqa�ts� ot sootvetstvu�wih verxin mnogogrannika
∆(x) na celoqislennye vektory. Po�tomu soglasno teoreme 9 qislo toqek
v mnogogrannike ∆(y) — polinom ot k1, . . . , km.

10. Funkci� Gil~berta i celye toqki
v racional~nyh mnogogrannikah

V �tom paragrafe my budem imet~ delo s koneqno poro�dennymi A-
graduirovannymi K[x1, . . . , xn]-komodul�mi, gde A — gomomorfizm polu-
gruppy Zn

+ v polugruppu Zm
+ . My budem ni�e vsegda predpolagat~, qto

A−1(0) = 0. �to uslovie obespeqivaet koneqnomernost~ ka�do$i odnorod-
no$i komponenty modul�. Gomomorfizm A : Zn

+ → Zm
+ prodol�aets� do

line$inogo otobra�eni� Rn v Rm, kotoroe my budem oboznaqat~ to$i �e
bukvo$i A.

Dl� ka�dogo podmno�estva I natural~nogo r�da oboznaqim qerez R+(I)
mno�estvo toqek (x1, . . . , xn), xi = 0 pri i ∈ I, xj ≥ 0 pri j /∈ I. Oboznaqim
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qerez TA,I funkci�, sopostavl��wu� ka�do$i toqke x ∈ Zm
+ qislo ce-

lyh toqek v mnogogrannike ∆I,x = A−1(x)
⋂
R+(I). Funkcii fI , vvedennye

v p. 8, dl� A-graduirovannyh module$i ime�t prosto$i geometriqeski$i
smysl: fI = TA,I .

Dl� A-graduirovannyh module$i teorema 8 dopuskaet sledu�wu� pere-
formulirovku.

Teorema 11. Funkci� H : Zm
+ → Z+ �vl�ets� funkcie$i Gil~berta nekotorogo

koneqnoporo�dennogo A-graduirovannogo modul� nad kol~com K[x1, . . . , xn],
esli i tol~ko esli funkci� H predstavima v vide sledu�we$i koneqno$i sum-
my:

H(x) =
∑

aI,bTA,I(x− b); b ∈ Zm
+ , i ⊂ {1, . . . , n},

ko�fficienty kotoro$i — neotricatel~nye celye qisla.

Nam ponadobits� obobwenie stratifikacii S(A) prostranstva Rm,
opisanno$i v p. 9.

Dl� ka�dogo podmno�estva J ⊂ {1, . . . , n} i ka�do$i toqki b ∈ Zm
+ obo-

znaqim qerez KJ,b mno�estvo toqek, predstavimyh v vide x = b+
∑

λiA(ei),
gde λi > 0, esli i ∈ J i λi = 0, esli i /∈ J .

Rassmotrim sledu�wu� konstrukci�.
1) Fiksiruem koneqnoe qislo mno�estv KJ,b.
2) Pri pomowi mno�estv punkta 1 opredelim stratifikaci� sledu�wim
sposobom: dva vektora x i y prinadle�at odnomu stratu, esli i tol~ko
esli oni prinadle�at odnim i tem �e mno�estvam iz punkta 1.

Opredelenie. Stratifikacii, postroennye vyxe, nazyva�ts� stratifi-
kaci�mi, soglasovannymi s otobra�eniem A.

Soedin�� teoremy iz p. 8 i p. 9, poluqaem sledu�wi$i rezul~tat.

Teorema 12 (sr. [6]). Funkci� Gil~berta koneqnoporo�dennogo A-graduiro-
vannogo modul� K[x1, . . . , xn] �vl�ets� kusoqno-polinomial~no$i otnosi-
tel~no nekotoro$i stratifikacii prostranstva Rm

+ , soglasovanno$i s oto-
bra�eniem A, s ko�fficientami, periodiqeskimi po modul� k(A). Sootve-
tstvu�wie polinomy PX,a imee�t stepeni, ne prevoshod�wie razmernos-
ti �dra matricy A.

Spisok literatury

1. Hovanski$i A. G. Mnogogrannik N~�tona, polinom Gil~berta i summy
koneqnyh mno�estv // Funkcion. analiz i ego pril.– 1992.–T. 26, vyp.
4.–S. 57–63.

2. Cox D., Little J., O’Shea D. Ideals, varieties, and algorithms // Springer-
Verlag.–1991.

3. Brion M. Points entiers dans les polyedres convexes // Ann. Sci. Ecole Norm.
Sup.–1988.–V. 21, N 4.–P. 653–663.

4. Puhlikov A. V., Hovanski$i A. G. Teorema Rimana-Roha dl� integralov
i summ kvazipolinomov po virtual~nym mnogogrannikam // Algebra i
analiz.– 1992.–T. 4, vyp. 4.–S. 188–216.

5. Puhlikov A. V., Hovanski$i A. G. Koneqno-additivnye mery virtual~nyh
mnogogrannikov // Algebra i analiz.– 1992.–T. 4, vyp. 2.–S. 161–185.



16 A. G. HOVANSKI$i

6. Brion M., Procesi C. Action d’un tore dans une variete projective // Operator
Algebras, Unitary Representations, Enveloping Algebras, and Invariant Theory,
Birkhauser.–1990.–P. 509–539.

7. Arnold I. V. Ideale in kommutativen Halbgruppen // Math. Ann.–1929.–P.
401–407.


