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V zametke opisyva�ts� vse rimanovy metriki na nevyro�dennyh kvad-
rikah, geodeziqeskie otnositel~no kotoryh �vl��ts� ploskimi krivymi.
Pokazyvaets�, qto vse takie metriki ime�t posto�nnu� kriviznu, sle-
dovatel~no, lokal~no zada�t na kvadrike odnu iz klassiqeskih geometi$i.
Nasto�wa� zametka �vl�ets� neposredstvennym prodol�eniem stat~i [5],
v kotoro$i rexalas~ voznikxa� iz praktiki zadaqa o spr�mlenii okru�-
noste$i. �ta praktiqeska� zadaqa byla postavlena G.S. Hovanskim v
sv�zi s ego rabotami o preobrazovanii nomogramm iz vyravnennyh toqek
v cirkul~nye nomogrammy ([1–4]).

1. Kvadriqeskie toqki proektivno$i poverhnosti. Ska�em, qto toqka
A �vl�ets� kvadriqesko$i toqko$i na rostke vewestvenno$i regul�rno$i po-
verhnosti v vewestvennom proektivnom prostranstve, esli suwestvuet
nevyro�denna� kvadrika, kotora� anomal~no blizko pribli�aet poverh-
nost~ v �to$i toqke, imenno, esli rassto�nie ot toqki B na poverhnosti do
kvadriki �vl�ets� veliqino$i qetvertogo por�dka malosti otnositel~no
rassto�ni� ot A do B.

Affinnu� sistemu koordinat x, y, z v affinno$i okrestnosti proek-
tivnogo prostranstva nazovem prisposoblenno$i k poverhnosti v toqke A,
esli naqalo koordinat sovpadaet s �to$i toqko$i, a ploskost~ z = 0 kasaet-
s� poverhnosti v toqke A. Pust~ lokal~noe uravnenie poverhnosti v
okrestnosti toqki A v nekotoro$i prisposoblenno$i sisteme koordinat
imeet vid z = f(x, y) = B2(x, y) + K3(x, y) + . . . , gde B2 i K3 — sootvet-
stvenno, kvadraiqny$i i kubiqeski$i qleny r�da Te$ilora funkcii f v
naqale koordinat.

Lemma 1. 1. Toqka A �vl�ets� kvadriqesko$i toqko$i poverhnosti, esli i
tol~ko esli kubiqeski$i polinom K3 delits� na kvadratny$i polinom B2.
2. Uslovie delimosti polinoma K3 na polinom B2 �vl�ets� proektivno
invariantnym, t.e. ne zavisit ot vybora prisposoblenno$i sistemy ko-
ordinat. 3. Toqka A �vl�ets� kvadriqesko$i toqko$i poverhnosti, esli i
tol~ko esli suwestvuet prisposoblenna� sistema koordinat, dl� kotoro$i
polinom K3 to�destvenno raven nul�.

*Rabota vypolnena pri qastiqno$i podder�ke granta 99–01–00245 Rossi$iskogo Fon-
da Fundamental~nyh issledovani$i i Kanadskogo Granta 156833–98.
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Dokazatel~stvo. 1. Pust~ K3 = L1B2, gde L1 — odnorodny$i line$iny$i
polinom ot x, y. Togda poverhnost~ anamal~no blizko pribli�aets� kvad-
riko$i z = B2 + L1z. Obratno, vs�ka� kvadrika, kasa�wa�s� v nule plos-
kosti z = 0, zadaets� uravneniem vida z = B2 + L1z + cz2, gde B2 i L1 —
odnorodnye polinomy ot x, y vtoro$i i pervo$i stepeni, a c — konstanta.
Rexa� �to uravnenie s toqnost~� do kubiqeskih qlenov, poluqaem z =
B2 + L1B2 + . . . . Punkt 2 nemedlenno vytekaet iz punkta 1. Punkt 3
v odnu storonu to�e srazu vytekaet iz punkta 1. Dl� dokazatel~stva
punkta 3 v drugu� dostatoqno vybrat~ prisposoblennu� sistemu koordi-
nat, udovletvor��wu� sledu�wim dopolnitel~nym uslovi�m: beskoneq-
noudalenna� ploskost~ sovpadaet s kasatel~no$i ploskost~� pribli�a�-
we$i kvadriki v nekotoro$i toqke kvadriki, otliqno$i ot toqki A, a os~
z prohodit qerez �tu beskoneqnoudalennu� toqku. V takih koordinatah
pribli�a�wa� kvadrika zadaets� uravneniem z = B2(x, y), a polinom K3

obrawaets� v nul~.

Nevyro�denna� kvadrika peresekaets� so svoe$i kasatel~no$i plosko-
t~� po pare pr�myh, vewestvennyh ili kompleksnyh. Ne slo�no prove-
r�ets� sledu�wa�

Lemma 2. Toqka A �vl�ets� kvadriqesko$i na rostke strogo giperboliqesko$i
poverhnosti, esli i tol~ko esli ka�da� iz dvuh vetok pereseqeni� poverh-
nosti s kasatel~no$i ploskost~� v toqke A imeet peregib v �to$i toqke.
Toqka A �vl�ets� kvadriqesko$i na rostke strogo �lliptiqesko$i poverhnos-
ti, esli i tol~ko esli ka�da� iz dvuh kompleksnyh vetok pereseqeni� kom-
pleksifikacii 3-strui poverhnosti s kompleksno$i kasatel~no$i ploskost~�
v toqke A imeet peregib v �to$i toqke.

Zameqanie. Opredelenie kvadriqesko$i toqki avtomatiqeski perenosits�
na kompleksnye poverhnosti v kompleksnom proektivnom prostranstve.
Mne predstavl�ets� interesno$i sledu�wa� zadaqa. Skol~ko kvadriq-
eskih toqek imeet obwa� poverhnost~ stepeni n v kompleksnom proek-
tivnom prostranstve?

2. Spr�ml�emye seme$istva ploskih seqeni$i. Rassmotrim v okrest-
nosti toqki nul~ na ploskosti rostok gladko$i funkcii F , razlo�enie ko-
toro$i v r�d Te$ilora s toqnost~� do tret~ego por�dka imeet vid F (x, y) =
µx − y + P2(x, y) + P3(x, y) + . . . , gde µ — qislo, a P2 i P3 — odnorodnye
polinomy, sootvetstvenno, stepeni 2 i 3. Sledu�wa� lemma 3 prover�et-
s� pr�mym vyqisleniem.

Lemma 3. Rexeneie y(x) uravneni� F (x, y(x)) = 0 s toqnost~� do tret~ego
por�dka malosti zadaets� formulo$i

y(x) = µx + P2(1, µ)x2 +
[
∂P2

∂y
(1, µ)P2(1, µ) + P3(1, µ)

]
x3 + . . . .

Sledstvie 1. Pereseqenie poverhnosti z = f(x, y) = B2(x, y) + K3(x, y) + . . .
s ploskost~� y = µx + az v lokal~nyh koordinatah x, y na poverhnosti s
toqnost~� do tret~ego por�dka malosti zadaets� formulo$i

y(x) = µx + aB2(1, µ)x2 +
[
a2 ∂B2

∂y
(1, µ)B2(1, µ) + aK3(1, µ)

]
x3 + . . . .
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Sledstvie poluqaets� primeneniem lemmy 3 k uravneni� y = µx +
af(x, y).

Mno�estvo krivyh na poverhnosti nazyvaets� (lokal~no) spr�ml�e-
mym, esli suwestvuet (lokal~ny$i) diffeomorfizm poverhnosti na plos-
ku� oblast~, perevod�wi$i ka�du� krivu� iz mno�estva v interval pr�-
mo$i linii. Puqkom krivyh s centrom v toqke A nazovem l�boe mno�estvo
krivyh na poverhnosti, prohod�wih qerez toqku A. Esli puqok krivyh
lokal~no spr�ml�ets� okolo svoego centra, to razliqnye krivye iz puqka
ime�t v centre puqka razliqnye kasatel~nye. Rassmotrim puqok krivyh
na ploskosti s centrom v naqale koordinat i oboznaqim qerez γµ krivu�
iz puqka, kotora� v naqale koordinat kasaets� pr�mo$i y = µx. V okrest-
nosti naqala koordinat kriva� γµ �vl�ets� grafikom nekotoro$i funkcii
yµ(x).

Lemma 4. Esli puqok krivyh {y = yµ(x)} lokal~no spr�ml�ets� okolo toqki
nul~, to suwestvu�t nekotorye polinomy T3 i T5 ot parametra µ stepeni
ne vyxe 3 i 5, sootvetstvenno, takie, qto razlo�enie funkcii yµ(x) v r�d
Te$ilora s toqnost~� do tret~ego por�dka malosti zadaets� formulo$i

yµ(x) = µx + T3(µ)x2 + T5(µ)x3 + . . . .

Pri �tom ko�fficient b5 pri µ5 v polinome T5 sv�zan s ko�fficientom a3

pri µ3 v polinome T3 sootnoxeniem b5 = 2a2
3.

Dokazatel~stvo. Sdelav affinnoe preobrazovanie obraza, mo�no dobit~-
s� togo, qtoby spr�ml��wi$i diffeomorfizm perevodil naqalo koordi-
nat v seb� i imel v �to$i toqke to�destvenny$i differencial, t.e. qtoby
on zadavals� paro$i funkci$i G1(x, y) = x+. . . , G2(x, y) = y+. . . , gde toqkami
oboznaqeny qleny vtorogo por�dka malosti. Kriva� γµ pri takom dif-
feomorfizme perehodit v pr�mu� y = µx, t.e. na krivo$i γµ funkci�
G2(x, y)− µG1(x, y) obrawaets� v nul~. Lemma 4 poluqaets� primeneniem
lemmy 3 k �to$i funkcii.

Teorema o semi seqeni�h. Pust~ vtora� kvadratiqna� forma rostka poverh-
nosti v kvadriqesko$i toqke nevyro�dena. Rassmotrim nekotory$i puqok
seqeni$i poverhnosti ploskost�mi, prohod�wimi qerez kvadriqesku� toqku
i transversal~nymi k poverhnosti v �to$i toqke. Dopustim, qto puqok
soder�it ne menee semi seqeni$i. Togda puqok lokal~no spr�ml�ets� v
okrestnosti kvadriqesko$i toqki, esli i tol~ko esli vse sekuwie ploskosti
prohod�t qerez obwu� pr�mu�, transversal~nu� poverhnosti v kvadriq-
esko$i toqke.

Dokazatel~stvo. Esli puqok seqeni$i lokal~no spr�ml�em, to vse sekuwie
ploskosti y = µx + az pereseka�t kasatel~nu� ploskost~ z = 0 k po-
verhnosti po razliqnym pr�mym. Po�tomu ko�fficient a v uravnenii
seqeni� �vl�ets� nekotoro$i funkcie$i g ot ko�fficienta µ, a = g(µ).
Funkci� g opredelena dl� znaqeni$i parametra µ, sootvetstvu�wih se-
qeni�m iz puqka. Esli puqok seqeni$i lokal~no spr�ml�em, to dl� vseh
�tih znaqeni$i parametra µ soglasno sledstvi� 1 i lemme 4 dol�ny vy-
poln�t~s� sledu�wie sootnoxeni�:

1) g(µ)B2(1, µ) = T3(µ);
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2) g2(µ)
∂B2

∂y
(1, µ)B2(1, µ) + g(µ)K3(1, µ) = T5(µ).

Umno�iv sootnoxenie 2) na B2 i vospol~zovavxis~ sootnoxeniem 1),
poluqim

(*) T 2
3 (1, µ)

∂B2

∂y
(1, µ) + T3(µ)K3(1, µ) = T5(µ)B2(1, µ).

Esli seqeni$i ne menee semi, to polinomy, sto�wie v levo$i i pravo$i
qasti sootnoxeni� (∗), dol�ny byt~ to�destvenno ravny: polinomy ste-
peni ≤ 7, ime�wie odinakovye starxie ko�fficienty, to�destvenno
sovpada�t, esli oni sovpada�t v semi toqkah. Tak kak centr puqka
�vl�ets� kvadriqesko$i toqko$i, to polinom K3(1, µ) delits� na polinom
B2(1, µ). Tak kak vtora� kvadratiqna� forma v centre puqka nevyro�-

dena, to korni polinoma B2 prostye i, sledovatel~no, polinom
∂B2

∂y
(1, µ)

ne imeet obwih korne$i s polinomom B2(1, µ). Po�tomu iz to�destva (∗)
vytekaet, qto polinom T 2

3 delits� na polinom B2. Tak kak korni poli-
noma B2 prostye, polinom T3 dol�en delit~s� na polinom B2. V silu
sootnoxeni� 1) poluqaem, qto g(µ) — line$iny$i polinom otnositel~no
µ. Po�tomu vse krivye iz puqka vyseka�ts� na poverhnosti ploskost�mi
vida y = µx+(pµ+q)z, gde p i q — nekotorye konstanty. Vse �ti sekuwie
ploskosti prohod�t qerez obwu� pr�mu�, transversal~nu� poverhnosti
v kvadriqesko$i toqke.

Obratno, pust~ vse seqeni� prohod�t qerez obwu� pr�mu�, transver-
sal~nu� k poverhnosti. Togda parallel~noe proektirovanie poverhnosti
vdol~ �to$i pr�mo$i spr�ml�et mno�estvo seqeni$i.

Teorema. Pust~ na rostke nevyro�denno$i kvadriki v vewestvennom proek-
tivnom prostranstve zadana nekotora� rimanova metrika, vse geodeziqes-
kie otnositel~no kotoro$i �vl��ts� ploskimi krivymi. Togda vse plos-
kosti, soder�awie geodeziqeskie, prohod�t qerez odnu obwu� toqku, a vse
seme$istvo geodeziqeskih lokal~no spr�ml�emo.

Dokazatel~stvo. Puqok geodeziqeskih, vyhod�wih iz odno$i toqki rimano-
va mnogoobrazi�, lokal~no spr�ml�em: ego spr�ml�et �ksponencial~noe
otobra�enie. Soglasno teoreme o semi seqeni�h, ploskosti, soder�awie
geodeziqeskie, prohod�wie qerez odnu toqku kvadriki, prohod�t qerez
obwu� pr�mu�. (�ta teorema primenima dl� geodeziqeskih, ne kasa�-
wihs� asimptotiqeskih napravleni$i, ibo taka� kriva� ne mo�et byt~
vyseqena kasatel~no$i ploskost~�. Dl� geodeziqeskih, kasatel~nyh k
asimptotiqeskim napravleni�m, nado ewe vospol~zovat~s� nepreryvno$i
zavisimost~� geodeziqesko$i ot napravleni�.) Takie pr�mye dl� dosta-
toqno blizkih toqek kvadriki pereseka�ts�, t.k. dostatoqno blizkie
toqki soedin��ts� geodeziqesko$i. Fiksiruem tri toqki na kvadrike,
ne le�awie na odno$i geodeziqesko$i. Sootvetstvu�wie im tri pr�mye
poparno pereseka�ts� i, sledovatel~no, prohod�t qerez obwu� toqku,
t.k. pr�mye po uslovi� ne le�at v odno$i ploskosti. Pr�ma�, sootvet-
stvu�wa� l�bo$i dostatoqno blizko$i toqke A na kvadrike, to�e prohodit
qerez �tu obwu� toqku, t.k. iz treh fiksirovannyh toqek mo�no vy-
brat~ dve, ne le�awie s toqko$i A na odno$i geodeziqesko$i. Na gladko$i
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poverhnosti, le�awe$i v trehmernom prostranstve, ploskosti, prohod�-
wie qerez fiksirovannu� toqku O prostranstva, vyseka�t dvuhparamet-
riqeskoe seme$istvo krivyh. �to seme$istvo lokal~no spr�ml�emo okolo
l�bo$i toqki A, otliqno$i ot toqki O, dl� kotoro$i pr�ma�, soedin��wa� A
i O, transversal~na poverhnosti. De$istvitel~no, �to seme$istvo spr�m-
l�ets� proektirovaniem iz toqki O.

Itak, dl� fiksirovannogo rostka kvadriki seme$istvo ploskih geodezi-
qeskih zadaets� toqko$i O i zavisit, sledovatel~no, ot treh parametrov.
S toqnost~� do proektivnogo preobrazovani� trehmernogo prostranstva
takih seme$istv vsego p�t~: tri dl� �lliptiqesko$i kvadriki (toqka O
mo�et nahodit~s� libo vnutri vypuklogo tela, ograniqennogo kvadriko$i,
libo na ego granice, libo vne �togo tela) i dva dl� giperboliqesko$i
kvadriki (toqka O mo�et nahodit~s� libo na kvadrike libo vne ee).

3. Metriki. Soglasno klassiqesko$i teoreme Bel~trami (sm. [6], str.
296), esli geodeziqeskie na plosko$i oblasti otnositel~no rimanovo$i
metriki �vl��ts� pr�mymi, to metrika imeet posto�nnu� kriviznu. Ta-
ka� metrika induciruets� pri nekotorom proektivnom preobrazovanii
libo iz metriki modeli Kle$ina geometrii Lobaqevskogo, libo iz evk-
lidovo$i metriki ploskosti, libo iz metriki Rimana na proektivno$i
ploskosti (zdes~ ime�ts� v vidu klassiqeskie metriki, opredelennye s
toqnost~� do polo�itel~nogo ko�fficienta proportdional~nosti, gaus-
sova krivizna dl� kotoryh mo�et prinimat~ l�boe vewestvennoe znaqe-
nie). Tem samym my poluqaem polnoe opisanie rimanovyh metrik na
rostke nevyro�denno$i kvadriki, dl� kotoryh vse geodeziqeskie �vl��ts�
ploskimi krivymi. Dl� fiksirovannogo spr�ml�emogo seme$istva seqeni$i
rimanova metrika, otnositel~no kotoro$i seqeni� �vl��ts� geodeziqeskimi,
zavisit ot xesti parametrov: gaussovo$i krivizny, kotora� mo�et prin-
imat~ l�bye vewestvennye znaqeni�, i �lementa vos~mimerno$i gruppy pro-
ektivnyh preobrazovani$i ploskosti, opredelennogo s toqnost~� do pravogo
klassa sme�nosti otnositel~no trehmerno$i podgruppy izometri$i, soot-
vetstvenno, ploskosti Lobaqevskogo, ploskosti Evklida ili ploskosti
Rimana.

Sledstvie 2. 1. Puqok, soder�awi$i ne menee semi okru�noste$i ili pr�myh
na ploskosti, lokal~no spr�ml�em, esli i tol~ko esli vse krivye iz puqka
prohod�t qerez obwu� toqku, otliqnu� ot centra puqka (sm. [5]). 2. Dvuh-
parametriqeskoe seme$istvo pr�myh i okru�noste$i na plosko$i oblasti
�vl�ets� seme$istvom geodeziqeskih otnositel~no nekotoro$i rimanovo$i met-
riki, esli i tol~ko esli seme$istvo induciruets� pri nekotorom konform-
nom preobrazovanii ploskosti (popolnenno$i beskoneqnoudalenno$i toqko$i)
libo iz seme$istva geodeziqeskih modeli Puankare ploskosti Lobaqevskogo,
libo iz seme$istva geodeziqeskih ploskosti Evklida, libo iz seme$istva ge-
odeziqeskih ploskosti Rimana. Pri �tom rimanova metrika na plosko$i
oblasti induciruets� iz sootvetstvu�we$i klassiqesko$i metriki, oprede-
lenno$i s toqnost~� do proektivnogo preobrazovani�.

Dokazatel~stvo. Pri pomowe stereografiqesko$i proekcii otobrazim plos-
kost~ na sferu. Pri tako$i proekcii pr�mye i okru�nosti na ploskosti
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pere$idut v okru�nosti na sfere, kotorye �vl��ts� ploskimi seqeni�mi
sfery. Sledstvie teper~ vytekaet iz dokazannyh vyxe faktov.

Literatura
1. Hovanski$i G. S., Osnovy nomografii, M., \Nauka", 1976.
2. Hovanski$i A. G., Hovanski$i G. S., Preobrazovanie nomogramm iz vyravnennyh toqek

i s parallel~nym indeksom v nomogrammy iz ravnoudalennyh toqek, DAN SSSR, T.
248, (1979), N 3, S. 535{538.

3. Hovanski$i A. G., Hovanski$i G. S., Preobrazovanie nomogrammy iz vyravnennyh
toqek i s parallel~nym indeksom v nomogrammy iz ravnoudalennyh toqek i issle-
dovanie ih prisposobl�emosti, Nomografiqeski$i sbornik (Hovanski$i G. S., red.),
N 14, VC AN SSSR, Moskva, 1982, S. 56{77.

4. Hovanski$i A. G., Hovanski$i G. S., Metody nomogfafirovani� nekotoryh zavisimos-
te$i, osnovannye na ispol~zovanii dvuhparametriqeskih seme$istv pr�myh, okru�-
noste$i i �llipsov, Nomografiqeski$i sbornik (Hovanski$i G. S., red.), N 13, VC
AN SSSR, Moskva, 1979, S. 70{105.

5. Hovanski$i A. G., O spr�mlenii okru�noste$i, Sibirsk. matemat. �urnal, T. 21,
(1980), N 4, S. 221{226.

6. Manfredo P. do Carmo, Differentsial Geometry of curves and surfaces, Prentice-Hall, Inc.,
Englewood Cliffs, New Jersey, 1976.


