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�ta stat~� �vl�ets� neposredstvennym prodol�eniem cikla rabot o
cirkul~nyh nomogrammah (sm. [1] i [2–7]). �tot cikl my napisali vmeste
s otcom. Mne ka�ets�, qto on byl va�en i dl� men�, i dl� otca, i ne
tol~ko v nauqnom, no i v qeloveqeskom otnoxenii. Koneqno, nam prosto
bylo pri�tno rabotat~ vmeste, no tut sygralo rol~ i ewe odno obsto�-
tel~stvo.

U otca byli daleko ne prostye otnoxeni� s qisto$i matematiko$i. Pre-
�de vsego on ee l�bil i l�bil davno. Ewe mal~qixko$i on poluqil
tret~� premi� na olimpiade dl� xkol~nikov v Kazani. (Pomn�, kak on
rasskazyval, qto premi� emu vruqal N.G. Qebotarev. Poqemu-to otec
navsegda zapomnil, qto Qebotarev prixel v zal v sandal�h na bosu nogu.
Kstati, Qebotarev, po-moemu, zameqatel~ny$i matematik, — odin iz moih
matematiqeskih geroev. Ego stat~� o mnogougol~nikah N~�tona mne, de$i-
stvitel~no, oqen~ pomogla, kogda � tol~ko naqinal dumat~ ob �tom pred-
mete.) Matematika sostavl�la ser~eznu� qast~ �izni otca: vs� �izn~
on strastno zanimals� nomografie$i, a nomografi� ne tol~ko razdel prik-
ladno$i matematiki, no i vetv~ geometrii. Vo mnogom blagodar� otcu my
s sestro$i vybrali matematiku svoe$i professie$i.

Odnako, �izn~ slo�ilas~ tak, qto otec ne poluqil universitetskogo
obrazovani�. Zdes~ oqen~ pomexalo ego kn��eskoe proisho�denie: do-
roga v universitet byla absol�tno zakryta dl� nego. S obrazovaniem
pomexala i vo$ina. Vo mnogom on byl samouqko$i. Papa byl udivitel~no
trudol�biv, rabotal mnogo i s udovol~stviem i pro svo� nomografi�
znal bukval~no vse. On postroil tys�qi raboqih nomogramm i pridumal
mnogo novyh metodov nomografirovani�. On posto�nno vozils� so svoimi
i qu�imi aspirantami, napisal massu state$i, neskol~ko knig i uqebnik.
On sobral i otredaktiroval celu� seri� nomografiqeskih sbornikov.
Vokrug sbornikov slo�ils� neformal~ny$i kollektiv, ustraivalis~ se-
minary, xkoly, konferencii, slovom, byla �izn~. I otec byl duxo$i
vsego �togo.

*Rabota vypolnena pri qastiqno$i podder�ke granta 99–01–00245 Rossi$iskogo Fon-
da Fundamental~nyh issledovani$i i Kanadskogo Granta 156833–98.
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No razbirat~ formal~nye qisto matematiqeskie stat~i po nomografii
pape vsegda bylo nelegko. Kstati, raboty, nad kotorymi osobenno muqal-
s� otec, byli daleko ne blest�wimi. Kak �to qasto byvaet s ne oqen~
sil~nymi rabotami, v nih preobladali formal~nosti, a rezul~tat, po
suwestvu, svodils� k nul�. Otec ne mog ne qustvovat~ seb� prosto ob-
manutym: razbiraex~-razbiraex~, a v rezul~tate nol~. �to razdra�e-
nie u otca nakaplivalos~, i on vse qawe govoril, qto qistye matematiki
voobwe zan�ty kako$i-to erundo$i, qto vse �to delo bessmyslennoe i tak
dalee.

Mne bylo t��elo �to slyxat~. Mne dovelos~ uqit~s� sovsem v drugoe
vrem�, v ottepel~ xestides�tyh, kogda na meh-mate byl period burnogo
rascveta, a kn��eskoe proisho�denie ne bylo ser~ezno$i pregrado$i. �
vse v bol~xe$i stepeni stanovils� matematikom, i mne kazalos~, qto papa
ne prav. Razgovory na �tu temu ni k qemu ne privodili, i � qustvoval,
qto mne neobhodimo kak-to dokazat~ otcu, qto i qistye matematiki mogut
delat~ ne tol~ko erundu, no i soder�atel~nye vewi.

I vot tut-to kak raz mne otec i rasskazal ob odnom preobrazovanii
nomogramm iz vyrovnennyh toqek v cirkul~nye nomogrammy i sprosil,
nel~z� li opisat~ vse takie preobrazovani�. Zadaqa otca mne oqen~ pon-
ravilas~, i qerez nekotoroe vrem� � naxel ee polnoe rexenie. Nado
skazat~, qto otvet poluqils� dovol~no zabavny$i. Okazalos~, qto v re-
xenii figuriru�t tri raznyh sluqa�. �ti sluqai, kak ni stranno, so-
otvetstvu�t trem klassiqeskim geometri�m: Lobaqevskogo, Evklida i
Rimana. Otec byl v vostorge. �ta sv�z~ praktiqesko$i nomografii s
klassiqeskimi geometri�mi proizvela na nego sil~noe vpeqatlenie. My
s otcom ewe nekotoroe vrem� s udovol~stviem vmeste dumali nad cir-
kul~nymi nomogrammami.

Po�alu$i, � mogu skazat~, qto � neskol~ko reabilitiroval qistu�
matematiku v glazah otca. V qeloveqeskom plane �ta rabota s otcom
byla va�no$i dl� men� ewe i potomu, qto � pervy$i v raz poquvstvoval se-
b� slo�ivxims� matamatikom, poquvstvoval uverennost~ v svoih silah.

V �to$i stat~e � vozvrawa�s~ k teoreme o spr�mlenii okru�noste$i iz
naxego cikla rabot o cirkul~nyh nomogrammah [3], privo�u ee raznye
obobweni� i obsu�da� sv�zi s klassiqesko$i geometrie$i. �ti novye
rezul~taty prixli mne v golovu nedavno, kogda � vspominal otca, dumal
pro naxu rabotu s nim. Obsudit~ ih s papo$i � u�e nikogda ne smogu.

Pere$idem teper~ k matematiqesko$i qasti stat~i. Na gladko$i poverh-
nosti, le�awe$i v trehmernom prostranstve, ploskosti, prohod�wie qerez
fiksirovannu� toqku prostranstva, vyseka�t dvuhparametriqeskoe se-
me$istvo krivyh. �to seme$istvo lokal~no �vl�ets� seme$istvom geodeziq-
eskih otnositel~no nekotoro$i rimanovo$i metriki. Vse takie metriki
opisyva�ts� �vno. Vse oni ime�t posto�nnu� gaussovu kriviznu, po�-
tomu ka�da� iz nih sootvetstvuet odno$i iz klassiqeskih geometri$i (Lo-
baqevskogo, Evklida ili Rimana). V zametke pokazyvaets�, qto esli
poverhnost~ �vl�ets� nevyro�denno$i kvadriko$i, to na ne$i ne suwestvuet
nikakih drugih rimanovyh metrik, geodeziqeskie otnositel~no kotoryh
�vl��ts� ploskimi krivymi. Analogiqnoe utver�denie spravedlivo i
dl� rostkov strogo giperboliqeskih poverhnoste$i. Rassu�deni�, dokazy-
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va�wie �ti geometriqeskie rezul~taty, �vl��ts� neposredstvennym ob-
obweniem rassu�deni$i, potrebovavxihs� dl� rexeni� zadaqi otca ob
opisanii vseh preobrazovani$i nomogramm iz vyrovnennyh toqek v cir-
kul~nye nomogrammy.

1. Kvadriqeskie toqki proektivno$i poverhnosti. Ska�em, qto toqka
A �vl�ets� kvadriqesko$i toqko$i na rostke vewestvenno$i regul�rno$i po-
verhnosti v vewestvennom proektivnom prostranstve, esli suwestvuet
nevyro�denna� kvadrika, kotora� anomal~no blizko pribli�aet poverh-
nost~ v �to$i toqke, imenno, esli rassto�nie ot toqki B na poverhnosti do
kvadriki �vl�ets� veliqino$i qetvertogo por�dka malosti otnositel~no
rassto�ni� ot A do B.

Affinnu� sistemu koordinat x, y, z v affinno$i okrestnosti proek-
tivnogo prostranstva nazovem prisposoblenno$i k poverhnosti v toqke A,
esli naqalo koordinat sovpadaet s �to$i toqko$i, a ploskost~ z = 0 kasaet-
s� poverhnosti v toqke A. Pust~ lokal~noe uravnenie poverhnosti v
okrestnosti toqki A v nekotoro$i prisposoblenno$i sisteme koordinat
imeet vid z = f(x, y) = B2(x, y) + K3(x, y) + . . . , gde B2 i K3 — sootvet-
stvenno, kvadraiqny$i i kubiqeski$i qleny r�da Te$ilora funkcii f v
naqale koordinat.

Lemma 1. 1. Toqka A �vl�ets� kvadriqesko$i toqko$i poverhnosti, esli i
tol~ko esli kubiqeski$i polinom K3 delits� na kvadratny$i polinom B2.

2. Uslovie, sosto�wee v tom, qto polinom K3 delits� na polinom B2

�vl�ets� proektivno invariantnym, t.e. ne zavisit ot vybora prispo-
soblenno$i sistemy koordinat.

3. Toqka A �vl�ets� kvadriqesko$i toqko$i poverhnosti, esli i tol~ko
esli suwestvuet prisposoblenna� sistema koordinat, dl� kotoro$i poli-
nom K3 to�destvenno raven nul�.

Dokazatel~stvo. 1. Pust~ K3 = L1B2, gde L1 — odnorodny$i line$iny$i
polinom ot x, y. Togda poverhnost~ anamal~no blizko pribli�aets� kvad-
riko$i z = B2 + L1z. Obratno, vs�ka� kvadrika, kasa�wa�s� v nule plos-
kosti z = 0, zadaets� uravneniem vida z = B2 + L1z + cz2, gde B2 i L1 —
odnorodnye polinomy ot x, y vtoro$i i pervo$i stepeni, a c — konstanta.
Rexa� �to uravnenie s toqnost~� do kubiqeskih qlenov, poluqaem z =
B2 + L1B2 + . . . .

Punkt 2 nemedlenno vytekaet iz punkta 1.
Punkt 3 v odnu storonu to�e srazu vytekaet iz punkta 1. Dl� dokaza-

tel~stva punkta 3 v drugu� dostatoqno vybrat~ prisposoblennu� sis-
temu koordinat, udovletvor��wu� sledu�wim dopolnitel~nym uslovi-
�m: beskoneqnoudalenna� ploskost~ sovpadaet s kasatel~no$i ploskost~�
pribli�a�we$i kvadriki v nekotoro$i toqke kvadriki, otliqno$i ot toqki
A, a os~ z prohodit qerez �tu beskoneqnoudalennu� toqku. V takih ko-
ordinatah pribli�a�wa� kvadrika zadaets� uravneniem z = B2(x, y), a
polinom K3 obrawaets� v nul~. De$istvitel~no, v takih koordinatah
uravnenie kvadriki z = B2 + L1z + cz2 podqineno sledu�wim sootnoxe-
ni�m. Ko�fficient c raven nul�, t.k. vertikal~nye pr�mye pereseka�t
kvadriku rovno v odno$i koneqno$i toqke, a vtora� toqka pereseqeni� na-
hodits� v beskoneqnosti. Dalee, line$ina� odnorodna� funkci� L1(x, y)
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obrawaets� v to�destvenny$i nul~. Esli by �to bylo ne tak, to ver-
tikal~na� pr�ma�, prohod�wa� qerez l�bu� toqku pr�mo$i L1(x, y) = 1,
le�awe$i v gorizontal~no$i ploskosti, voobwe by ne peresekala kvadriki
v koneqno$i qasti prostranstva. Drugimi slovami, taka� vertikal~na�
pr�ma� kasalas~ by kvadriki v beskoneqnoudalenno$i toqke, qto nevoz-
mo�no. De$istvitel~no, kasatel~na� ploskost~ v �to$i toqke po postro-
eni� �vl�ets� beskoneqnoudaleno$i ploskost~� prostranstva, a �ta ne
soder�it rassmatrivaemo$i vertikal~no$i pr�mo$i.

Nevyro�denna� kvadrika peresekaets� so svoe$i kasatel~no$i ploskos-
t~� po pare pr�myh, vewestvennyh ili kompleksnyh. Spravedliva sle-
du�wa� lemma 2.

Lemma 2. Toqka A �vl�ets� kvadriqesko$i na rostke strogo giperboliqesko$i
poverhnosti, esli i tol~ko esli ka�da� iz dvuh vetok pereseqeni� poverh-
nosti s kasatel~no$i ploskost~� v toqke A imeet peregib v �to$i toqke.

Toqka A �vl�ets� kvadriqesko$i na rostke strogo �lliptiqesko$i poverh-
nosti, esli i tol~ko esli ka�da� iz dvuh kompleksnyh vetok pereseqeni�
kompleksifikacii 3-strui poverhnosti s kompleksno$i kasatel~no$i plos-
kost~� v toqke A imeet peregib v �to$i toqke.

Pere$idem v kompleksnu� oblast~ i dokazem oba utver�deni� lemmy 2
odnovremenno. Pust~ rostok kompleksno$i analitiqesko$i poverhnosti v
kompleksnom proektivnom prostranstve imeet nevyro�dennu� vtoru� kva-
dratiqnu� formu. V �tom sluqae soglasno lemme Morsa pereseqenie
kasatel~no$i ploskosti s poverhnost~� sostoit iz dvuh gladkih krivyh.
Lemma 2 nemedlenno vytekaetiz sledu�we$i lemmy 3

Lemma 3. Pust~ z = f(x, y) — lokal~noe uravnenie poverhnosti v okrest-
nosti naqala koordinat, priqem, ploskost~ z = 0 kasatel~na k poverhnos-
ti v naqale koordinat. Pust~ B(x, y) i K3(x, y) — sootvetstvenno, kvad-
ratiqny$i i kubiqeski$i qleny r�da Te$ilora funkcii f ot x, y v naqale koor-
dinat, z = B2(x, y)+K3(x, y)+. . . . Predpolo�im, qto vtora� kvadratiqna�
forma poverhnosti v naqale koordinat nevyro�dena qto bazisny$i vektor
0, 1, 0) ne �vl�ets� asimptotiqeskim napravleniem poverhnosti. (�to oz-
naqaet, qto polinom B2(1, µ) imeet stepen~ ravnu� dvum i nekratnye ko-
rni.) Togda obe linii pereseqeni� poverhnosti z = f(x, y) s kasatel~no$i
ploskost~� z = 0 ime�t peregiby v toqke kasani�, esli i tol~ko esli ku-
biqeski$i polinom K3(x, y) delits� na kvadratny$i polinom B2(x, y).

Dokazatel~stvo. Uravnenie pereseqeni� kasatel~no$i ploskosti s poverh-
nost~� imeet vid

B2(x, y) + K3(x, y) + · · · = 0.

�to vyro�dennoe uravnenie prevrawaets� v nevyro�dennoe pri pomowi
σ-processa v naqale koordinat. Imenno, budem iskat~ rexenie dl� ka�-
do$i iz lini$i pereseqeni� v vide y = xy1(x), gde y1(x) — nova� neizvestna�
funkci�. Uravnenie

B2(x, xy1(x)) + K3(x, xy1(x)) + · · · = 0

posle deleni� na x2 prevrawaets� v uravnenie

B2(1, y1(x)) + xK3(1, y1(x)) + · · · = 0.
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K ka�do$i iz dvuh vetok funkcii y1(x), �vl��wihs� rexeni�mi �togo
uravneni� v okrestnosti pr�mo$i x = 0 primenima teorema o ne�vno$i
funkcii, t.k. po uslovi� oba korn� µ1 i µ2 polinoma B2(1, µ) �vl��t-
s� prostymi. Soglasno teoreme o ne�vno$i funkcii proizvodna� v nule
na ka�do$i vetke rexeni� vyqisl�ets� po formule

y′1(0) = − K3(1, µ)
∂B2

∂y
(1, µ)

,

gde qislo µ zavisit ot vybora vetki y1, a imenno, µ = y1(0) i prinimaet
lix~ dva znaqeni�: µ1 i µ2. Vetka funkcii y(x) = xy1(x) imeet toqku
peregiba pri x = 0, esli i tol~ko esli y′1(0) = 0, t.e. esli K3(1, µ) = 0,
gde µ = y1(0). Itak, obe vetki vetki funkcii y(x) ime�t toqki peregiba
v nule, esli i tol~ko esli K3(1, µ1) = K3(1, µ2) = 0, qto oznaqaet, qto
polinom K3 delits� na polinom B2.

Zadaqa. Opredelenie kvadriqesko$i toqki avtomatiqeski perenosits� na
kompleksnye poverhnosti v kompleksnom proektivnom prostranstve. Mne
predstavl�ets� interesno$i sledu�wa� zadaqa. Skol~ko kvadriqeskih
toqek imeet obwa� poverhnost~ stepeni n v kompleksnom proektivnom
prostranstve?

2. Spr�mlenie puqka ploskih seqeni$i. Rassmotrim v okrestnosti
toqki nul~ na ploskosti rostok gladko$i funkcii F , razlo�enie kotoro$i
v r�d Te$ilora s toqnost~� do tret~ego por�dka imeet vid:

(*) F (x, y) = µx− y + P2(x, y) + P3(x, y) + . . . ,

gde µ — qislo, a P2 i P3 — odnorodnye polinomy, sootvetstvenno, ste-
peni 2 i 3.

Sledu�wa� lemma 4 prover�ets� pr�mym vyqisleniem.

Lemma 4. Rexeneie y(x) uravneni� F (x, y(x)) = 0 s toqnost~� do tret~ego
por�dka malosti zadaets� formulo$i

y(x) = µx + P2(1, µ)x2 +
[
∂P2

∂y
(1, µ)P2(1, µ) + P3(1, µ)

]
x3 + . . . ,

Dokazatel~stvo. Soglasno teoreme o ne�vno$i funkcii uravnenie

F (x, y(x)) = 0

imeet edinstvennoe rexenie y(x) takoe, qto y(0) = 0. �to uravnenie
mo�no perepisat~ v vide y(x) = Φ(x, y(x)), gde Φ(x, y) = F (x, y) + y(x)
Budem ego rexat~ metodom posledovatel~nyh pribli�eni$i. Pribli�e-
nie yn+1(x) vyqisl�ets� qerez predyduwee pribli�enie yn(x) po formule
yn+1(x) = Φ(x, yn(x)). Naqnem s y0(x) ≡ 0. Togda y1(x) = µx. Sledu�wee
pribli�enie y2(x) ravno µx+P2(x, µx)+P3(x, µx)+ . . . . Tret~e pribli�e-
nie y3(x) s toqnost~� do qlenov tret~ego por�dka malosti est~

µx + P2(x, µx + P2(x, µx) + . . . ) + P3(x, µx + . . . ) =

= µx + P2(x, µx) +
∂P

∂y
(x, µ)P2(x, µx) + P3(x, µx) + . . . .
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�sno, qto �to pribli�enie rexaet ishodnoe uravnenie s toqnost~� do
qlenov tret~ego por�dka malosti.

Rassmotrim rostok poverhnosti, opredelenny$i uravneniem

z = f(x, y) = B2(x, y) + K3(x, y) = . . . ,

gde B2 i K3 — odnorodnye polinomy stepeni 2 i 3, sootvetstvenno, za-
da�wie razlo�enie funkcii f v r�d Te$ilora s toqnost~� do tret~ego
por�dka malosti.

Sledstvie 1. Pereseqenie poverhnosti z = f(x, y) s ploskost~� y = µx +
az v lokal~nyh koordinatah x, y na poverhnosti s toqnost~� do tret~ego
por�dka malosti zadaets� formulo$i

y(x) = µx + aB2(1, µ)x2 +
[
a2 ∂B2

∂y
(1, µ)B2(1, µ) + aK3(1, µ)

]
x3 + . . . .

Sledstvie 1 poluqaets� primeneniem utver�deni� 1 k uravneni� y =
µx + af(x, y).

Mno�estvo krivyh na poverhnosti nazyvaets� (lokal~no) spr�ml�e-
mym, esli suwestvuet (lokal~ny$i) diffeomorfizm poverhnosti na plos-
ku� oblast~, perevod�wi$i ka�du� krivu� iz mno�estva v interval pr�-
mo$i linii. Puqkom krivyh s centrom v toqke A nazovem l�boe mno�estvo
krivyh na poverhnosti, prohod�wih qerez toqku A. Esli puqok krivyh
lokal~no spr�ml�ets� okolo svoego centra, to razliqnye krivye iz puqka
ime�t v centre puqka razliqnye kasatel~nye. Rassmotrim puqok krivyh
na ploskosti s centrom v naqale koordinat i oboznaqim qerez γµ krivu�
iz puqka, kasatel~na� k kotoro$i v naqale koordinat zadaets� uravneniem
y = µx. V okrestnosti naqala koordinat kriva� γµ �vl�ets� grafikom
nekotoro$i funkcii yµ(x)

Lemma 5. Esli puqok krivyh {y = yµ(x)} lokal~no spr�ml�ets� okolo toqki
nul~, to suwestvu�t nekotorye polinomy T3 i T5 ot parametra µ stepeni
ne vyxe 3 i 5, sootvetstvenno, takie, qto razlo�enie funkcii yµ(x) v r�d
Te$ilora s toqnost~� do tret~ego por�dka malosti zadaets� formulo$i

yµ(x) = µx + T3(µ)x2 + T5(µ)x3 + . . . .

Pri �tom ko�fficient b5 pri µ5 v polinome T5 sv�zan s ko�fficientom a3

pri µ3 v polinome T3 sootnoxeniem b5 = 2a2
3.

Dokazatel~stvo. Sdelav affinnoe preobrazovanie obraza, mo�no dobit~-
s� togo, qtoby spr�ml��wi$i diffeomorfizm perevodil naqalo koordi-
nat v seb� i imel v �to$i toqke to�destvenny$i differencial, t.e. qtoby
on zadavals� paro$i funkci$i G1(x, y) = x+. . . , G2(x, y) = y+. . . , gde toqkami
oboznaqeny qleny vtorogo por�dka malosti. Kriva� γµ pri takom dif-
feomorfizme perehodit v pr�mu� y = µx, t.e. na krivo$i γµ funkci�
G2(x, y)− µG1(x, y) obrawaets� v nul~. Lemma 5 poluqaets� primeneniem
lemmy 4 k �to$i funkcii. De$istvitel~no, uravnenie G2(x, y)−µG1(x, y) = 0
s toqnost~� do tret~ego por�dka malosti imeet vid

y − µx + P2,µ(x, y) + P3,µ(x, y) + · · · = 0,
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gde P2,µ i P3,µ — odnorodnye polinomy ot x i y, sootvetstvenno, vtoro$i
i tret~e$i stepeni, ko�fficienty kotoryh line$ino zavis�t ot µ.

Soglasno lemme 4 s toqnost~� do tret~ego por�dka malosti imeem

y(x) = µx + P2,µ(1, µ)x2 +
[
∂P2,µ

∂y
(1, µ)P2,µ(1, µ) + P3,µ(1, µ)

]
x4 + . . . .

Ko�fficienty kvadratnogo polinoma P2,µ(1, µ) line$ino zavis�t ot µ. Po-
�tomu funkci� T3(µ) = P2,µ(1, µ) �vl�ets� polinomom tret~e$i stepeni ot
µ. Analogiqno funkcii

∂P2,µ

∂y
(1, µ), P2,µ(1, µ) i P3,µ(1, µ)

�vl��ts�, sootvetstvenno, polinomami stepeni 2, 3, i 4 ot parametra µ,
a funkci�

T5(µ) =
∂P2,µ

∂y
(1, µ)P2,µ(1, µ) + P3,µ(1, µ)

�vl�ets� polinomom stepeni 5. Starxi$i ko�fficient polinoma

∂P2,µ

∂y
(1, µ)

v dva raza bol~xe starxego ko�fficienta polinoma P2,µ(1, µ). Po�tomu
starxi$i ko�fficient polinoma T5(µ) raven udvoennomu kvadratu star-
xego ko�fficienta polinoma T3(µ).

Teorema 1 (o semi seqeni�h v kvadriqesko$i toqke). Pust~ vtora� kvadra-
tiqna� forma rostka poverhnosti nevyro�dena. Rassmotrim nekotory$i
puqok seqeni$i poverhnosti ploskost�mi, prohod�wimi qerez kvadriqesku�
toqku i transversal~nymi k poverhnosti v �to$i toqke. Dopustim, qto pu-
qok soder�it ne menee semi seqeni$i. Togda puqok lokal~no spr�ml�ets� v
okrestnosti kvadriqesko$i toqki, esli i tol~ko esli vse sekuwie ploskosti
prohod�t qerez obwu� pr�mu�, transversal~nu� poverhnosti v kvadriq-
esko$i toqke.

Dokazatel~stvo. Budem ispol~zovat~ oboznaqeni� iz sledstvi� 1. Esli
puqok seqeni$i lokal~no spr�ml�em, to vse sekuwie ploskosti y = µx + az
pereseka�t kasatel~nu� ploskost~ z = 0 k poverhnosti po razliqnym
pr�mym. Po�tomu ko�fficient a v uravnenii seqeni� �vl�ets� neko-
toro$i funkcie$i g ot ko�fficienta µ, a = g(µ). Funkci� g opredelena
dl� znaqeni$i parametra µ, sootvetstvu�wih seqeni�m iz puqka. Esli
puqok seqeni$i lokal~no spr�ml�em, to dl� vseh �tih znaqeni$i parame-
tra µ soglasno sledstvi� 1 i lemme 5 dol�ny vypoln�t~s� sledu�wie
sootnoxeni�:

1) g(µ)B2(1, µ) = T3(µ);

2) g2(µ)
∂B2

∂y
(1, µ)B2(1, µ) + g(µ)K3(1, µ) = T5(µ).

Umno�iv sootnoxenie 2) na B2 i vospol~zovavxis~ sootnoxeniem 1),
poluqim

(*) T 2
3 (1, µ)

∂B2

∂y
(1, µ) + T3(µ)K3(1, µ) = T5(µ)B2(1, µ).
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Polinomy, sto�wie v levo$i i pravo$i qast�h sootnoxeni� (∗) ime�t ste-
pen~ 7 po parametru µ i odinakovye starxie ko�fficienty. De$istvi-
tel~no, soglasno lemme 5 starxi$i ko�fiicient polinoma T 2

3 v dva raza
men~xe starxego ko�fficienta polinoma T5(µ). No starxi$i ko�fficient

polinoma
∂B2

∂y
(1, µ) v dva raza bol~xe starxego ko�fficienta polinoma

B2(1, µ), tak kak polinom B2(1, µ) imeet stepen~ dva. Okonqatel~no polu-
qaem, qto starxie ko�fficienty polinomov sed~mo$i stepeni, formiru-
�wie v sootnoxenii (∗), ravny.

Esli seqeni$i ne menee semi, to polinomy, sto�wie v levo$i i pravo$i
qasti sootnoxeni� (∗), dol�ny byt~ to�destvenno ravny: polinomy ste-
peni ≤ 7, ime�wie odinakovye starxie ko�fficienty, to�destvenno
sovpada�t, esli oni sovpada�t v semi toqkah. Tak kak centr puqka
�vl�ets� kvadriqesko$i toqko$i, to polinom K3(1, µ) delits� na polinom
B2(1, µ). Tak kak vtora� kvadratiqna� forma v centre puqka nevyro�-

dena, to korni polinoma B2 prostye i, sledovatel~no, polinom
∂B2

∂y
(1, µ)

ne imeet obwih korne$i s polinomom B2(1, µ). Po�tomu iz to�destva (∗)
vytekaet, qto polinom T 2

3 delits� na polinom B2. Tak kak korni poli-
noma B2 prostye, polinom T3 dol�en delit~s� na polinom B2. V silu
sootnoxeni� 1) poluqaem, qto g(µ) — line$iny$i polinom otnositel~no
µ. Po�tomu vse krivye iz puqka vyseka�ts� na poverhnosti ploskost�mi
vida y = µx+(pµ+q)z, gde p i q — nekotorye konstanty. Vse �ti sekuwie
ploskosti prohod�t qerez obwu� pr�mu�, transversal~nu� poverhnosti
v kvadriqesko$i toqke.

Obratno, pust~ vse seqeni� prohod�t qerez obwu� pr�mu�, transver-
sal~nu� k poverhnosti. Togda parallel~noe proektirovanie poverhnosti
vdol~ �to$i pr�mo$i spr�ml�et mno�estvo seqeni$i.

Lemma 6. Rassmotrim nekotory$i puqok seqeni$i poverhnosti ploskost�mi,
prohod�wimi qerez strogo giperboliqesku� toqku i transversal~nymi k
poverhnosti v �to$i toqke. Dopustim, qto puqok soder�it dva seqeni�,
kasatel~nye k dvum asimptotiqeskim napravleni�m. Togda puqok lokal~no
spr�ml�em, esli i tol~ko esli vse sekuwie ploskosti prohod�t qerez obwu�
pr�mu�, transversal~nu� k poverhnosti.

Dokazatel~stvo lemmy 6 vo mnogom povtor�et dokazatel~stvo teoremy 1
(no ono prowe, t.k. ispol~zuet lix~ 2-stru� poverhnosti). Esli puqok
lokal~no spr�ml�em, to dl� vseh znaqeni$i parametra µ, sootvetstvu�wih
krivym iz puqka, dol�no vypoln�t~s� sootnoxenie

(**) g(µ)B2(1, µ) = T3(µ).

Nuli polinoma B2(1, µ) sootvetstvu�t seqeni�m, kasatel~nym k asimp-
totiqeskim napravleni�m. Takie seqeni�, soglasno uslovi�, prisut-
stvu�t v puqke. Po�tomu iz sootnoxeni� (∗∗) vytekaet, qto polinom
T3 delits� na polinom B2(1, µ), t.e. qto polinom g(µ) line$iny$i. Dokaza-
tel~stvo lemmy 6 zakanqivaets� toqno tak �e, kak dokazatel~stvo teo-
remy 1.
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Teorema 2. Pust~ na rostke poverhnosti v vewestvennom proektivnom pro-
stranstve zadana nekotora� rimanova metrika, vse geodeziqeskie otnosi-
tel~no kotoro$i �vl��ts� seqeni�mi poverhnost�mi, transversal~nymi plo-
skost�m. Dopustim, qto poverhnost~ libo �vl�ets� nevyro�denno$i kvad-
riko$i, libo strogo giperboliqna. Togda vse ploskosti, soder�awie geode-
ziqeskie, prohod�t qerez odnu obwu� toqku. A vse seme$istvo geodeziqeskih
lokal~no spr�ml�emo.

Dokazatel~stvo. Puqok geodeziqeskih, vyhod�wih iz odno$i toqki rimano-
va mnogoobrazi�, lokal~no spr�ml�em: ego spr�ml�et �ksponencial~noe
otobra�enie. Soglasno teoreme 1 (lemme 6) ploskosti, soder�awie ge-
odeziqeskie, prohod�wie qerez odnu toqku poverhnosti, prohod�t qerez
obwu� pr�mu�. Takie pr�mye dl� dostatoqno blizkih toqek poverhnosti
pereseka�ts�, t.k. dostatoqno blizkie toqki poverhnosti soedin��t-
s� geodeziqesko$i. Fiksiruem tri toqki na poverhnosti, ne le�awie na
odno$i geodeziqesko$i. Sootvetstvu�wie im tri pr�mye poparno perese-
ka�ts� i, sledovatel~no, prohod�t qerez obwu� toqku, t.k. pr�mye po
uslovi� ne le�at v odno$i ploskosti. Pr�ma�, sootvetstvu�wa� l�bo$i
dostatoqno blizko$i toqke A na poverhnosti to�e prohodit qerez �tu ob-
wu� toqku, t.k. iz treh fiksirovannyh toqek mo�no vybrat~ dve, ne
le�awie s toqko$i A na odno$i geodeziqesko$i.

Na gladko$i poverhnosti, le�awe$i v trehmernom prostranstve, plos-
kosti, prohod�wie qerez fiksirovannu� toqku O prstranstva, vyseka�t
dvuhparametriqeskoe seme$istvo krivyh. �to seme$istvo lokal~no spr�m-
l�emo okolo l�bo$i toqki A, otliqno$i ot toqki O, dl� kotoro$i pr�ma�,
soedin��wa� A i O transversal~na poverhnosti. De$istvitel~no, �to
seme$istvo spr�ml�ets� proektirovaniem iz toqki O.

3. Metriki. Soglasno klassiqesko$i teoreme Bel~trami (sm. [6], str.
296), esli geodeziqeskie na plosko$i oblasti otnositel~no rimanovo$i
metriki �vl��ts� pr�mymi, to metrika imeet posto�nnu� kriviznu. Ta-
ka� metrika induciruets� pri nekotorom proektivnom preobrazovanii li-
bo iz metriki modeli Kle$ina geometrii Lobaqevskogo, libo iz evklidovo$i
metriki ploskosti, libo iz metriki Rimana na proektivno$i ploskosti
(zdes~ ime�ts� v vidu klassiqeskie metriki, opredelennye s toqnost~�
do polo�itel~nogo ko�fficienta proportional~nosti, gaussova krivizna
dl� kotoryh mo�et prinimat~ l�boe vewestvennoe znaqenie). De$istvi-
tel~no, soglasno klassiqesko$i teoreme Mindinga (sm. [8], str. 288–
290) poverhnosti, ime�wie odinakovu� posto�nnu� gaussovu kriviznu,
lokal~no izometriqny. Lokal~na� izometri� rassmatrivaemo$i metriki
na plosko$i oblasti s odno$i iz klassiqeskih geometri$i �vl�ets� proek-
tivnym preobrazovaniem, t.k. ona perevodit pr�mye v pr�mye (sm. [9–
10]).

Tem samym my poluqaem polnoe opisanie rimanovyh metrik na ros-
tke nevyro�denno$i kvadriki i na rostke strogo giperboliqesko$i po-
verhnosti, dl� kotoryh vse geodeziqeskie vyseka�ts� transversal~nymi
ploskost�mi. Dl� fiksirovannogo rostka poverhnosti takoe seme$istvo
geodeziqeskih zadaets� toqko$i O i zavisit, sledovatel~no, ot treh pa-
rametrov. V sluqae nevyro�dennyh kvardik s toqnost~� do proektivnogo
preobrazovani� trehmernogo prostranstva takih seme$istv vsego p�t~: tri
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dl� �lliptiqesko$i kvadriki (toqka O mo�et nahodit~s� libo vnutri
vypuklogo tela, ograniqennogo kvadriko$i, libo na ego granice, libo
vne �togo tela) i dva dl� giperboliqesko$i kvadriki (toqka O mo�et
nahodit~s� na kvadrike libo vne ee).

Dl� fiksirovannogo spr�ml�emogo seme$istva seqeni$i rimanova metrika,
otnositel~no kotoro$i seqeni� �vl��ts� geodeziqeskimi, zavisit ot xes-
ti parametrov (gaussovo$i krivizny i �lementa vos~mimerno$i gruppy pro-
ektivnyh preobrazovani$i ploskosti, opredelennogo s toqnost~� do pravogo
klassa sme�nosti otnositel~no trehmerno$i podgruppy izometri$i, soot-
vetstvenno, ploskosti Lobaqevskogo, ploskosti Evklida ili ploskosti
Rimana).

4. Nevyro�dennye kvadriki. Mo�no li otkazat~s� ot trebovani$i,
qtoby geodeziqeskie vysekalis~ na poverhnosti imenno transversal~ny-
mi ploskost�mi, i ostavit~ lix~ trebovanie, qtoby geodeziqeskie byli
by ploskimi krivymi? � ne zna� otveta na �tot vopros dl� sluqa�
strogo giperboliqeskih poverhnoste$i: vse dokazatel~stvo v �tom sluqae
bylo postroeno na geodeziqeskih, kasatel~nyh k giperboliqeskim na-
pravleni�m. Esli vse takie geodeziqeskie vyseqeny na poverhnosti kasa-
tel~nymi ploskost�mi, to dokazatel~stvo perestaet rabotat~. No dl�
sluqa� nevyro�dennyh kvadrik uslovie transversal~nosti sekuwe$i plos-
kosti mo�no opustit~.

Teorema 3. Pust~ na rostke nevyro�denno$i kvadriki v vewestvennom pro-
ektivnom prostranstve zadana nekotora� rimanova metrika, vse geodezi-
qeskie otnositel~no kotoro$i �vl��ts� ploskimi krivymi. Togda vse plos-
kosti, soder�awie geodeziqeskie, prohod�t qerez odnu obwu� toqku, a vse
seme$istvo geodeziqeskih lokal~no spr�ml�emo.

Dokazatel~stvo. Kasatel~nye ploskosti pereseka�t �lliptiqesku� kvad-
riku po toqke, a giperboliqesku� — po pare pr�myh. Po�tomu geodeziq-
eskie, ne kasatal~nye k giperboliqeskim napravleni�m, dol�ny vyse-
kat~s� transversal~nymi ploskost�mi. Dl� takih geodeziqeskih pro-
hod�t rassu�deni� iz dokazatel~stva predyduwe$i teoremy, i, sledova-
tel~no, vse oni vyseka�ts� ploskost�mi, prohod�wimi qerez odnu obwu�
toqku O. No geodeziqeskie nepreryvno zavis�t ot napravleni�. Po�tomu
i geodeziqeskie, kasatel~nye k asimptotiqeskim napravleni�m, dol�ny
vysekat~s� ploskost�mi, prohod�wimi qerez toqku O,

Sledstvie 2. 1. Puqok, soder�awi$i ne menee semi okru�noste$i ili pr�myh
na ploskosti, lokal~no spr�ml�em, esli i tol~ko esli vse krivye iz puqka
prohod�t qerez obwu� toqku, otliqnu� ot centra puqka (sm. [3]).

2. Dvuhparametriqeskoe seme$istvo pr�myh i okru�noste$i na plosko$i
oblasti �vl�ets� seme$istvom geodeziqeskih otnositel~no nekotoro$i ri-
manovo$i metriki, esli i tol~ko esli seme$istvo induciruets� pri neko-
torom konformnom preobrazovanii ploskosti (popolnenno$i beskoneqnou-
dalenno$i toqko$i) libo iz seme$istva geodeziqeskih modeli Puankare plos-
kosti Lobaqevskogo, libo iz seme$istva geodeziqeskih ploskosti Evklida,
libo iz seme$istva geodeziqeskih ploskosti Rimana. Pri �tom rimanova
metrika na plosko$i oblasti induciruets� iz sootvetstvu�we$i klassiq-
esko$i metriki, opredelenno$i s toqnost~� do proektivnogo preobrazovani�.
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Dokazatel~stvo. Pri pomowe stereografiqesko$i proekcii otobrazim plo-
skost~ na sferu. Pri tako$i proekcii pr�mye i okru�nosti na ploskosti
pere$idut v okru�nosti na sfere, kotorye �vl��ts� ploskimi seqeni�mi
sfery. Sledstvie teper~ vytekaet iz dokazannyh vyxe faktov.

Zameqenie. Zadaqi o spr�mlenii seme$istva okru�noste$i, kotorye my ras-
smatrivali s otcom, estestvenno obobwa�ts� na mnogomerny$i sluqa$i.
Vot primer takogo obobweni�: kogda lokal~no spr�ml�ets� puqok okru�-
noste$i v trehmernom prostranstve? Mo$i aspirant Farz-Ali Izadi iz
universiteta goroda Toronto (Kanada) nedavno otvetil na �tot vopros.
On pokazal, qto i v trehmernom sluqae puqok okru�noste$i lokal~no
spr�ml�em, esli i tol~ko esli vse okru�nosti iz puqka prohod�t qerez
obwu� toqku, otliqnu� ot centra puqka.
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